الرياصيان البحنه 
التعاصل و النکامل 





ا 





. ۰ التفاضل و التکامل ( ا ) ثانوى 


المتميز للریاضیات أحمد الششتنورى 
الوحدة الأولی .... الاشتقاق و تطبیقاته () إذا كانت : درس ) = ع (س) ± وه (س ) 
۱-۱ اشتقاق الدوال المثلثية فان : درس ) دع (س) ± فا (س) ‏ 
۳7 (۶) ادا كانت : دز سن) = ۶(س) ۰ وه (س) فان : 
ددم ھا بل : / / / 
د (س) = 6 (س) ۰ له (س) + ( س )١ع‏ (س) 
[1] معدل تغير الدالة د عند النقطة (۲ ۰ د(۲)) = 59 ع(سع) ‏ هو 
نب ص8 0 بشرط أن تكون النهاية موجودة (0) إذا كانت : د(سص) = یح فان : 
ا / EU‏ ۶( س) و( س) 
= دا (۱) " مشتقة الدالة د عند نفس النقطة " لات tul‏ 
ہس 


ليع 
= ميل المماس لمنحنی الدالة د عند نفس النقطة 3 
= ظل الزاوية الموجبة التی یصنعها المماس لمنحنی الدالة د عند 3 حيث : له (س ) + صفر 


نفس النقطة مع الاتجاه الموجب لمحور السینات 


(9) قاعدة السلسلة : 
[۲] قواعد الاشتقاق : إذا كانت : ص = د (ع ) دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى ع 
() إذا كانت : درس ) < م حيث : ۲ 3 7 > ع حاص (س) دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س 


فان : ص = (د ه م ) (س) = د [س (س) ] 


۰ / ۰ 
فان : د ( س ) = صفر 














)٢(‏ إذا كانت : ص = س“ حیث : رہ 3 ح 

: / ۳ مر عص _ ۶ص E‏ أ أ 
فان : ص" = رربی" ' و یت : عبن ان وم سی ای أن : 

۱ / / 
ملاحظات ٠‏ کچ ( دس (س)] ) = د اہ سصس)]×ہ (س) 
) إذا كانت : ص = س فان : ص = | ۱ 1۳ ۱ ۲ 

. ۳ (۷) ادا كانت : ص داله قابله للاشتقاق بالنسية إلى س 
۳۲) ادا كانت : ص = ص - م بن حيث : رہ ۰ 3۱۲ م) 

/ 0 فان : چ (ص" ) = رص“ ' پر عص 
فان : ص ح ارس ا ۰ وس ع بن 
/ ۱ 





اذا كانت ٠‏ = فان ٠‏ = 
۳) ادا كانت : ص = ماس ان : ص سس 





آ دہ 


(۸) إذا كانت : ص = [د(س)] 7" 








5 ات / 
فان : کک = رہ[ د (س) ] × د (بن ) 
(9) إذا كانت : ص = | د( س) 
1 
3 ء ص د ( سن ) 
فان 3 ڪين 


۲ در( س) 
(+.ا) اشتقاق الدوال المثلثية الأساسية : 
) إذا كانت : د (س) = حاس 
۱ / 
فان : د ( س ) = حتاس 
۲ / 
فان : د (س ) = - حاس 
۲ 7 
فان : د"«س) = قا س 
و بصفة عامه ۰ 
| إذا كانت : ع = د (س) دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س 
۱ / 
حاع فان : ص' = حتا ع × ع 
۱ / 
حتا ‏ فان ۔ حا عا 


r /‏ 1 
: ص = قا مم ا ۶ 


) وكانت : ص 


+ / 
)٢‏ وکانت : ص = + ص = 


۳) وكانت : ص = طاع فان 


5 


۱ کی ۳ 


التفاضل و التحامل ( ۳ ) ثانوی 
(D ]۳‏ إذا كانت : ص = حا د(س) 


يه | 

فان : ص" = رہ حا درس ) × حتاس × دا(س) 

6( إذا كانت : ص = حتا د ( سس ) 

- ]ا 

د ( بسن ) × حاد ( بن ) × د (س) 
(۳) اذا كانت ۰ ص = طا د ( س ) 
يه - | 
د ( سس ) × قا د (س) × دازسن) 

اشتقاق مقلوبات الدوال المثلثية الأساسية 

(۱) إذا كانت : ص = طتا س 


حيث : س 3 2 


لی 
= رہ حنا 


۰ ا 
فان : ص 


۳ 1 
فان : ص = رم طا 


3 

















۵ھ ۶ جه 
البرهان 
کی یر ال 
ع سس ع سس حا س 
رحاس ) 









آ دہ 


)٢(‏ اذا كانت : ص = قابس 
حيث : س ذ3ہ) > 
بن # + 1)1١ + oF)‏ 
> رہ 3 صہ فان : 











گا = قاس طا س 
ع من 
البرهان : 
ع ضضم 2 ۱ 
۶ بسن نوين ) ( 


حتا س 


حتا سس × صفر ‏ | × (- حابن ) 





۳ 

(حتا س ) 
اض سس ۱ 2 حا -ے 
5 ۱ : حتا 


(۲۳) إذا كانت : ص = قتا سس 
حيث : س 3 2 


س ج ره پر رہ 3 صم فان : 
ع ص 

















ع بن 
البرهان : 
في = ل ) 
ع سس ع سس حتا س 
حابن × صفر |[ × حتاس 
سم 1 
رحاس ) 
ا - ۱ پر کا ے ے وتابی طتا س 
= سح حا 














۳ 


نتوی التفاضل و التكامل ( "ا ) ثانوی 
وق بصفة عامة 


۱ / 22 / 
) وكانت : ص = طتاغ فان : ص  -‏ قتا م × ۶ ۱ 
75 ۰ / 7 
) وكانت : ص = قاع فان : ص = - قاع طاح عام 
١ 7 / ۱ 1‏ 
۳) وكانت : ص = قتاع فان : ص  -‏ قتاع طتاع × ۶ 


(D [r‏ إذا كانت : ص = طتا د (سس) 
سس م٣٢‏ / 
فان : ص" = رہ طتا د (س) قتا س د (س) 
۲( إذا كانت : ص = قا د (سس) 
۱ ۱۳۳ طا و 
فان : ص' = رہ قا دس قاد (س) طاد (س) د (س) 
ل / 
رہ قا د (س) طاد (س) د (س) 


(۳) إذا كانت : ص = قتا د ( سس ) 


ا / 
د مس) قتا د (س) طتا د (س) د (س) 
ا / 
= رہ قتا د (س) طتاد (س) د (س) 
إجابة حاول أن تحل (۱) صفحة 1 
أوجد ع إذا كانت ص تساوى : 
(() ۲ حاس - ۳ قتا بن 


١‏ / سے 
فان : ص = رہ قتا 


(ب) حتاس + ء قاس 
(ء) قتا س طتاس 


| - قتا مس 
(د) | + قتا س 





1 
المتمرز للریاضیات أحمد 
الح 
(م) کب = ۲ حتا سس + ۳ قتا بن طتا س 
(ب) کک = حاس + غ قاس طاس 


+ ل 
(ح) تك = قاس × قا س + طاس × قاس طا س 
۲٢ ۳‏ ۳ 
عوص _ کے 7 ۲ ۱ 7 ۲ 
)۶( می = قفتا س × (- قفتا س طتا س) + طتا س × (- قتا اس طتا س ) 
 -‏ قتا سس ( قتا س + طتا س ) 





ع ص (۱+قاس) قاس طاس - قاس قاس طا س 
سو ا er‏ 
قا س طا س ( + قاس - قاس ) ا 
(٦ 5‏ قاس)' (ا+قاس) 
ع ص (1+ قتا س ) قتا س طتا س ( !قتا س ) (-فتا س طتاس) 
(و) عبى = 000000 ا(اجققاس) 9 ا 
قتا سس طتا رس (۱+قتاس +| قفتا س ) ے٢٢‏ فتاس طتاس 
1 (۱+قتاس)" تفای 
إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۷ 
أوجد عند اذا كانت ص تساوی : 
() طتا رس + ۳ ) (ب) قا ماس - ۲ 


(ح) حا (قتاط مس ) 


(ه) - قتا (۲س + ) 


(۶) ۳ قا ٣س‏ + ۲ قتا ۳ بن 


۲ حم ۱ 
(و) س فا بن 


۲ 





۳ 


نتتوی التفاضل و التکامل (۳) ثانوی 
7 ۳ ال 
() مد = - قتا دس" + ۳) × ٣‏ س = ع بن قتا (س"+ ط ) 
عض _ و ۱ 
(ب) ہی = قاءاس ۲ طاراس ۲ ۲ ہے 


(ح) 22 حتا ( قتا ۳ س' ) × - قتا ۳ س طتا ٣‏ س' ×٦س‏ 
ے 3 س قتا۳ س طتا مط س' حتا (قتاط س') 

(ء) تج = ٦‏ قاع س طا س - 5 قتا ۳ س طتا ٣‏ س 

(ه) ص = - قتا (۲ سس + )= - (قتا(۲ سس + 1))" 
< ( قتا ع س)" = قتا ۲ س 


۳ عد 
خخ - س٣‏ قتا ۲ س × - قتاع مس طتاع بن × ۲ 


ی 












المتو للرياضيات أحمد آنه یی التفاضل ۱ التخامل ۳ ثانوى 





حل تمارین (۱ - ۱) صفحة ۸ بالکتاب المدرسی (۳) ا ( مس ) = درس ) + [م (س) + ۲] = اس 
ذا كانت ٠‏ دوال قابلة للاشتقاة ۰ھ _ [م‌رس)+۲] × درس)- درس« رس) 
إذا كانت : د » م .ی دوال قا ق 00 للا ی شك اش ی اسهد نع میاه ان 
بالنسبة إلى سس أكمل ما يلى باستخدام القیم | سس ۲۱۱ زی (س) + ۲ ] 
المعطاة فى الجدول المقابل درس) | ریئم د 1( +[ (x‏ - درا) دی را) 
۱۳۵0 ۰ 3 ۱ 
70 يام سان د ا لى (۱) + ۲ ] 


۰ / 
فان : مه (۱) = .... _ ۲1  _*)۱<(-۱*]۲+‏ د _ ۲ 


رس = درس 1+ رس طط مکی "و ناتک 
فان : وه (۲) = .... 8 :ی رس) = د[س (س)] 
(۳) وه رس ) = د(س) + [س (س) + ۲ ] کے الى رس) = دا[ (س)] × مہ ازس 
فان : وه (۱) = ... ٭ ارم( د لم (0] رن ے ری lı =f xo = (D2‏ 
(:) وه رس ) = د اہ (س) ] فان دی (س) = سر[ بس - درس) ] ۱ 
(0) وه (س ) = س [ سس ۔د(س)] فان ی (س) < مر [ ۴س - درس) ] × [ ۳ -درس) ] 
یه (۲) عے ام ×م -در۲) ]۳*۰ -د۲) ] 





(0) وه رس ) = [س + ہر (س)] فان عضن [۶-1] ۳1 - x (f) 7 = [o‏ (-۳) 
لح = (- ۳ (-۲) - 1 

0 0 < ۴ ذر )= ۲ مس( س) ج 

ی (س) = ۳ دا(رس)-۲م (س) (1) ی (س) = [ س + مرس ) ] ۳ 

] دس ۲۳-۱۷ ۳ = س ۶ - - ]| 0 ل ریز 2 ردم 10 سین 1 مس (س) ] × [ ۳ + مس رس‎ (۲ (I) 3F" = (1) ل‎ ٠ 


060“( س) = د( س )[ہ +ہ(س)] 
ل (س) = دا( س) ×[ + مرس ] + در س) با( س) 4 
(f) u >‏ در *<[ه + مر ] + (r)‏ »اس (r)‏ = (-۱[)۲+ ] ا [س + ۲ ] 


= مو ]۵ + ۱ ] + 5 عار ۳ ) - ۳۰ - )| ع ۱۸ ےہ( )[ك] xr-=[o1x‏ د يرم بد 


ورن = (- 4(1)۴"+ OS‏ > ۳1 + مس (ا) ] 


0 


اک الننننتومی أحمد ااا أهمو الشتوہی 











المتمرز تلریاضیات 
أوجد ےد لكل مما يلى : 
(۷) ص = ہس ' - ۲ قاس (۸) ص = قتا(۲- ۳ بس ) 
(9) ص = طتا (7 - بل ) (.۱) ص = طا (طتا س ) 
(۱) ص = (۱+ طتاس )' (0) ص = قتا ( ۸ - ٢س‏ ) 
(۱۳) ص = حتا ] س - 0طتا۳ س )|٤(‏ ص = طا۳ س - قتا ] س 
(۱0) ص = حا اين + قاٴ س (3) ص = قاس طاع س 
(۷) ص = طتا ماس (0۸) ص = قتا (۱+ سس" ) 
(19) ص = ۳ قا (ع سن +۲ ) (۲)ص مأ ] + قتا س E‏ 
(۲۱) ص = س ' طتا٣‏ س ۲0) ص = (قتاس + طتاس) ' 
سب د سر قا س 
(۲۳) ص ۔ طا س (:۲) ص - دح س 
الحل 
(۷) تخ ۳ بن" - ۲ قاس طاس 
(۸) مد  -‏ قتا(ع- ۳ س) طتا(۳- ۳ س) × (-۳۰) 
= ۳ قتا( ٣‏ ۳ س) طتا(۲- ۳ س) 
(9) یی = - قتا ( - يل ) × ۸۲-ب+) بر 3 
(.) ۶ = قا (طتا س) × (- قتا س )= ( کی ا ا 
01( غ = ۱(۲+ طتاس ) × (- قتا س) = (- ۴ قتا س ) (۱+ طتاس ) 
(۱0) غلا  -‏ قتار - ۲ س) طتا(- ۲ س)× )٢-(‏ 
= ۲ قتا( ع س) طتا(7- ٢س‏ ) 
(۱۳) مد < جاع س × ۲ - 0 قتا ۳ س × ( سم ) 


(2) 


(l0) 


(1 


a 


(۸) 


(۹) 


(۳۰ 
(FD 


(ff) 


عم ص 
۶س 


ع ص 


عبن 






النفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


کچھ 
٣ -( =‏ ) حا٢س‏ + ۵ا قتا ۳ س 


7 1 
قا ۳ س × ۳ - (- قتاع س طتا۲ س ) ٢٢×‏ 


7 ۲ 
۳ قا ۳ س + ٢‏ قتاع س طتا۲ س 
٣‏ حاط س حتا٣‏ بن × ۳ + ع قاع س × ق۲۱ س طا۲ س 


خا من × ۳ + ع قا ۲ س طاع س 

۳ حا ين + ع قااع بن طاع س 

قاين × قاس  ×‏ + طاس × قاين طاس 
۲ قاس قاس + طاع بن قاس طاس 

۳طتا باس × (- قتا ماس ) × 
طتا اسر فتا اس 





۱ 
۲ ماس 





5 
= ۲ قتا(۱ + س )[ - قتا( + س )طتارا + س )۲ س 
2-2 س ۱۱ س فا( + سو 


= ۳ × ۲ قا (۲ سن +7۲ ) طا (۲ سن +7 )۲ ۲ 
۲ قا (۲ سن +7 ) طا (۲ س +1 ) 


| ۲۳ ۳ - قتا س طتا س 
= .۲( قتاس طتاس ) - تسد 
؟ ,11 + قتا س ) ( ۲ ,۱۱ + قتا س 


1 
بن × (- قتا سين ) × ۳ + طتا س ×٢س‏ 


5 
(- ۳ من ) قتا ٣س‏ + ع بن طتا۳ بن 


۱ - ۰ 1 م٠٣۲٢‏ 
= (-۱) (قتابس + طتابس) × (- قتاس طتاس + قتا س ) 


5 5 + 
= ( قتا سس طتا س - قتا س ) (فتاس + طتا سن ) 


۳ -- 


5 
احمد التننتومی 









. ۰ التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوى 
































المتميز للریاضیات احمد الشتتورى 
5 قتا سس ( قفتا س - قتا س ) 5 قتا بن 1 
ے دش سم ۲ ۱ 8 ۱ 
( قتا س + طتاس ) جس و ا > عندما سس = | ع2 - (- + ۲) قتا ج 7 
١ ١‏ 
= ( - 7 7 )ءا | < ( - م 11 
۸م صد - 0 (- ¢ 7۲ ) ((- > (T‏ 
حل آخر 
r,‏ ع هلعا ل ىت طا ۳ سے طتا - ۶ 
(۱٣٣ -(  ٍ_‏ س + ۳ )قتا ٣‏ س - ۲طتا۳ سس _ aes‏ جو ترتع ۳ 
۲ ۳ 
(۲س + ۳) . عصد - ( قتا باس ) × ماس > لب 
۳ ۳ 5 5 ل 
وض _ (ا + قا س) *(- قاس طاس) - (۱- قاس) ×(قاس طاس) =  -(‏ ۲ ) قتا ماس 
آا ا ا   ً‏ ۰ ۰ ۰ سس و > ۱ 
+ ۱ 3 
۱ 1 7 مت ۹  *‏ عندما س - | 1 يخ = (- + ) قتا + 7 
(- قا سن طا سن  )‏ ٹا ہس طاس ‏ تا ہیں طابى + قابى طاس : ۱ 
ums‏ و ۳ ا ‏ .۰ = )= ¢ ۱*7۲ < (- ع 7) 
(۱ + قاس ) 
۲ قاس طاس ۰ ۳ 
7 سس ہے )]۲٢(‏ ادا كان : ص < مأ 0۵ - ۶۲ > الم ح فا۲ بسن 
١ 5 ۶ 2‏ 
۱ ۲ ۱ اثبت أن ۰ ما۳ + ]| = . عند : بن = 1۷ 
(0) إذا كان : ص = طتا جع 6۰ = ۳ ماس 2 ۱ 
۱ الحل 
آوجد : ا عند : من ح | 1 
الحا 0 ص = (0 ٤‏ ع) (م ‏ قاس ) 
۳ 20 م ید مت لد - م قا ٣‏ - م قا طا x‏ 
كيد - (- قتا +ع ) × جع = (- +ع )قتا یبرع عبن > (0 - فا ]سس ) (- ۲ e‏ ۲۳ ( 
وع _ م = (- ۲ قاع س طا۲ س ) (0 - ۲ ا٢س‏ ) 
سس ۲ ماس عندما : سس = 1732 
عص عص ۶۶ - ۱ مس ١‏ ۳ 
لد سے ط× = (- ج 1) فتا > 8۵7 × ۱ ۱ 1 
١ ١ 2 2 ۴‏ ۲ ماس فان : يک = (- ۲قا 77 طا م ) (0 - ۲ قا ۲7 ) 
= (-2ع ) قتا + ۳۷ باس × !ا 3 
۳ ۲ ماس = (- ۲ x‏ ۲ ۳۷۲ ) (۵ ۲۲ ۲ ) 
y=‏ غ۴ قتا + 7 ماس ۳ 
جد 6 5 درب 7۱ رں در ) 





آ دہ 


المتميز للرياضيات 


. الطرف الأيمن = ما۳ × (- 2 عاط ) + ۱۳ 

( - ۱۴ ) + ۱۲۳ = . = الطرف الأيسر 

(۲۷) أوجد ميل المماس لمنحنی الدالة د حيث :ص = د(س) 
لكل مما يلى : 


(() ص = ٢‏ طتاس + مأ ۲ قاس عند: س = 2 7۲ 


2 
(ب) ص = ٣‏ طاس - قتا بن عند : سس = 2 7۲7 
الح 
۲ 04 
)۳( مس = ۲ ۲ (- قتا س ) ٢١+‏ قاس طاس 


1 
= ( ۲ )قتا س + مأ ۲ قاين طاس 


۰ میل المماس = ۱ 


1 


1 +ما م قا +7 طا - ۲ 


سإاہ اجه 


١ =‏ ع) قتا 


|x ۳ ۳+ (FY) × ومع‎ = 
)۲ -( < ۲ + )۶2 ( < ٣٢ + x (f -( = 


عد ام قا د قتا س طتا 
(ب) مین = ۳ فا بس فتاس ×  (‏ لتاس طتاس ) 
۲٢‏ ۳ 
= ۳ قا س + ۲ قتا س طتاس 
۱ _ 1 ۶ص 
+ ميل المماس = [ ع لی _ جم 
ات .۳ 
= ) قا 2 + ۲ قتا 7 طتا ج 
۳ ۳ 
= ۳ × ( - م۲ ) + اعم ۷( ۷ ۲ ) ۲( ۱) 
= ۳ رع +۲ ير ۲ ۱-۷ -<1 بع دم 
5 
أحمد ا(شنتمہی 


5 
أاحمد ازن = 


] - ۱ 


الدالة الصريحة ٠‏ 
الداله الصريحة هی دالة على الصورة ۰ ص = د(بس ) 
ای کل معادلة یرتبط فیها المتغیر التابع ص بالمتغیر المستقل س 
حیث تحدد قيمة ص مباشرة متی علم قيمة س 
> و يكون ص فى أحد طرفى المعادلة » و س فى الطرف الآخر 
العلاقه الضمنية ٠‏ 
العلاقة الضمنية هی علاقة على الصورة : ع (س . ص ) = . 
يرتبط فيها ص بالمتغير س بمعادلة تحوی س ؛ ص معا 
ای أن : النقطة (رس . ص ) تقع على المنحنى البيانى لها 
ملاحظات ٠‏ 
() إذا أمكن كتابة العلاقة ع (س . ص ) = . على الصورة : 
ص = د(س ) " دالة واحدة صريحة ۲ 
فان : العلاقة ع (س . ص ) = . 
هى علاقة ضمنية تعرف حالة واحدة صريحة 
(۲) بعض العلاقات الضمنية تعرف دالتين صريحتين 
)۳( فى كثير من المعادلات على الصورة د (س . ص ) -. 
يصعب التعبير عن ص بدلالة س مباشرة 
لان المتغير ص لا يمثل دالة صريحة بالنسبة إلى المتغير س 
تسمى هذه الدالة غير الصريحة بالدالة الضمنية 


الاشتقاق الضمنى و البارامترى 





الدالة الضمنية ٠‏ 


الدالة الضمنية هی دالة على الصورة : د (س . ص ) < . 


۸ 


5 








التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


آ دہ 


| 
ح30 


يبود أدبيس رسب اس او 14 ر د شنكم 
يجاد كت 558 
قواعد الاشتقاق ۱ ا 0 
٠‏ فصل العتير ص في طرف مستقل ) نشتق طرفي ال 
بالنسبة إلى أحد المتغيرين س أو ص و 
پالنسب 2 




















لنحصل ۱ التررتیب 

۱ علی کچ اد وص لتر 
ملاحظات ٠‏ ۲ 5-7 - 
: 22 وی ع مس 
٦ ۰‏ ) یہ يه - | xX‏ ع مس 
1 ۶ص ( س ) = رہ س ء ص 


57 1 + اله أله 5 نفس ١‏ بو مجه كه 
۲( العلاقة سواء كانت صریحه او ضمنیه يكون لها ۱ 
نحصل عليها بالاشتقاق بالنسبة لأحد المتغيرين س 
و يها د 
اجابة حاول أن تحل () صفحة .| 
آوجد عصد اذا كان : 
^ ےس 


)۳( من" -_ 0 بسن ص + ص" 


= 2 بن 
١ ۱‏ = مم 
(ب) س ص + ص بن 
' - ع س ٠.‏ بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۵ ۰۰ س" # و سض ص + ص " ۔ 
۱ علا ب س ص" ۶ا اع 
۳ س" - ۵ ص - و س عبن عبن 


ےس ' + وص 
مد رع ص - ۵ بن ) ع ۳ س 
3 عض _ ۓ - ۴س +0 
و منها : مب 


۶س 


۳ص" - م بسن 


* (0) س حتاص + ص حتاس 
ف (ب) ۳ ص 





۳ 


التفاضل و التكامل (۳)_ثانوی 
»6 


. 
س" ص + ص بن 
۲ مم ص 


۶س 


(ج) ۰ 
۳ سس ص + بن 


۶ ی 
e‏ عبن 


و منها : 


و ع ود اعم + أ ۱ بن ينتج ۱ 
۳0 ۰۰ بالاشتقاق با لنسبه إلى 


۶ ص 


ع سر 
٣ +‏ س ص ) 
(رس' + ۲ ص‌س ) = - (ص 
- ( ص + عمسن ص ) 
عص -(ص + ۲ س ص) 


: 
+ ۲ ص س + ص = , 


= ۲ 
من + ومن بن 


إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة || 
أوجد ۶ اذا كان : 
ان ےس 


۱ 


حا س حتا ٢‏ ص 
الحل 
() ۰ 


حا ع ی 
حتا ص + س حا صا وب 


حتا سس = | .. بالاشتقاق بالئسبة إلى س ينتج : 
بن حتاص + ص يس = ۱ 


13 عد حتاس - ص حاس 
ع سر 


رق ء ہیں 


ہی ا 
د هلها : وين - حتا سن بن حاص 5 
: “. بالاشتقاق بالنسبه إلى س ينتج : 
٠‏ سؤ ص = حاس حنتا۲ ص ۱ ۳ 
سم ۶ - حتا س حتام ص - 
95 > حتا ۲ ص 
عصد (۳ +۲ حاس حاعص ) = حتاس 
عاص حتا س حتا ۲ ص 


۳ + حابن حاص 




































المتميز للریاضیات أحمد القتنتوری التفاضل و التكامل (۳) ثانوى 
الاشتقاق البارامتری : الحل 
إذا أمكن التعبير عن كل من الإحداثى السينى و الإحداثى الصادی للنقطة uo‏ 
( س . ص ) کداله فى متغير ثالث رہ ( د يسمى الوسيط أو البارامتر ) بر عير = af‏ +0 
بالمعادلتين : س = د ( مه )۰ ص = ص ( نہ ) فان : _- ۴ء = e‏ 5 
المعادلتين معاً تمثلان معادلة لمنحى واحد معبراً عنه بالصورة البارامتریة ۰ رن 20 OE‏ 
حيث : الدالتين د ء ہر قابلتين للاشتقاق بالنسبة إلى مه و يكون : نے شقن جح دي ڑکا 
۶ص _ ۶ص ي عیی _ ۶ص ع س + کے و _ اد ۷ ۱ 
ع بن ٠‏ ونم “وس ونم ٠‏ عنم بحن ج یہ ۲ ده + 6۵ 
ملاحظات : > عندما : رہ = | فان : عد = ۾ 
جه جو ۶ 5 ١0‏ 
3 | ة البار امترية الم ا ة الصريحة أو الضمنیه 
() يمكن تحويل لصورة البارامتريه إلى الصورة الصريحة أو د زب) × س = ق١(‏ -۱ = طا ق عت - ع طاق 0 
بحذف المتغيلا البارامترى ( مه ) من معادلتى ہس ء ص 1 ۱ 
۾ ." ص = طا 0 یا غ قا و 
(۲) لایجاد مشتقه الدالة د ( سس ) بالنسبه إلى الدالة ‏ ( سن ) عص باعص بعس قاه_ ١  _‏ 
مو هم م ۶سس ۶ 0 £ 0 ۲ طان قا 0 ۲ طا 0 
نفرض أن : ص = د( س) > ع = م (س ) 
فتكون : مشتقه الدالة د ( س) بالنسبة إلى الدالة ہر (بس ) و عندما  -  :‏ دم 7 فان وص - 35 
7 ۶ص _ عض . وع ع سح ي وس ۲ طا  -(‏ 7) 
١‏ ء مع ےس ۶ سن ۴ مس رت - 5 وسن - ۳ 
ا 00 - (ح) ٠:‏ س = ۳۷ به ٢-‏ عله ]لامع 
إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۱۲ ۰ ص س م] 5نم +] عض ۔ _ 6 
اوجد ع للمنحنيات الآتية عند القیم المعطاة : ۶ نہ ۲ نه + | 
7 وض _ عص | we‏ ۲-۸۵۳۶ 
(م) س = رمه + ۷) (به - ۲) یں ۔ ۶نہ ۔ عل س ایور 1 
1 
w~) )۱ ۴ ۳,‏ - ۲) » له < - | ٠»‏ عندما : رہ = ۲ فان : سرد = + 
(ب) س = قا 60 - ۲ › = ۱- طا 6 . 0  -‏ 1 
(ھ) ہس = آظارہ -] تب دمأ 5نه +۱ 2 بر - ۲ 
1 





ا 


آ دہ 





المتمدز للریاضیات احمد الشتتورى 

إجابة تفكير ناقد صفحة ۱۲ الحل 
7 جه ی ¥ ھ + ے٭ عي 
اوجد قيمة البارامتر ع التى يكون عندها للمنحنی : (0) نضع : ص = س' + | عبن = ۲ بس 

2 ۲ ۲ ۳ 

س = ]لثم 0 -۰ 5 + ۱۲۳ ۰ ص ح ]م + ۶ - 5 ا = لاسا <( س -۱) 

الحأ 

س = EF‏ دوع وع + ۱۳ مد - وع -۷ع - ۶ 

> ص = ۲عآ+ع ع ید = وع +| 

. عض _ عض ا عبن  .‏ 6۶ +۱ . 

سا عله ۶ وع'_.روع ‏ ع 

ليكون للمنحنى مماس أفقى فان : ميل المماس = صفر أى :عا = . 

”. نضع : ٤رہ‏ + = . و منها : رم  -‏ + 

> و لیکون للمنحنی مماس راسی فان : ميل المماس = غير معرف 

“. تضع : ٦رہ‏ ای اع = . ٠‏ إرہ' - 0رہ دم = . 


. (۳ یم -۲) (بہ -۱) = . ومنها : رم = چ |4 رم - | 
اجابة حاول أن تحل (5) صفحة ۱۳ 
باستخدام الاشتقاق البارامتری آوجد : 
(0) مشتقة سین" + | بالنسبه إلى ا١س‏ - | 
ب مشتقه ۱ ۸ + أ بالنسبة | بن 
(ب) 7 بن إلى 
: : من < ] 


٠ عندما‎ 





+ + 


ا 





آ دہ 




































المتميز للرياضيات أحمد التننتوری التفاضل و التكامل ( "ا ) ٹانوی 
حل تمارین (۱ - ۲) صفحه ۳ بالکتاب المدرسی ۴٣س‏ + ۲ ص عد < بسن پچ + ۲ ص و منها : 
£ جم ٤‏ 55 7 ےچ سے صرح سب ۱ 
آولا : آختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة - سس 
بے رک 8 يك مک امد ۰ ۶ 
(0 إذا كان : س" + ص" = | فان : عل = .... (۲ع) ‏ ص = ع ماس :. بالاشتقاق بالنسبة إلى اس ينتج : 
ع ص ۱ ۱ 
۲ ص عبن - ] و سج و منها : 
0 سس (ب) ص و ی لل ۳ ۱ 7 ۱ ۱ 
عص ے ۔ اسب لال 
(0) اذا كان : من" + ص" = ۲ س ص فان : جک < .... ۶ں ص ٢×‏ ماس ص × ص" ص 
() - ۱ (ب) صفر (ح) | (۶) ۲ (ق) ٭×٭ من = ٣رہ‏ + ۳ گا سے ٤‏ رہ 
)۳( إذا كان : ص" - ٣‏ اس = . فان : سس = ہہ 4 ۰ ص = و - كر مسا = ط رہ = دراه 
۲ ص مس ۱ 5 + ,أنه 
و گی )اس مم مم ہے جد جو - گت و كا نم < ۱ 
5 ۶ ی 
(8) اذا كان : س = ٢‏ رہ' + س : ص = ںہ عن = ۲ 
> ره = | فان : كك < .... 200 من ص" = ۳ ”. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۲٢‏ ٴ4 -- 
() 2 (ب) + (ح) ۳ (۶) 1 ص + ]ين ص مد سے . و منها : کے _ ظط 
+ ¥ جه ٩‏ * 0 ص 
(0) ميل المماس للمنحنى : س صا = ۳ عند النقطة (" ١ ١‏ ) × ميل المماس = [ څا ارب ی - + 
یساوی .... ۰ دا یه کر 
١ ١‏ ۳ ثانيا : اوجد يلى : 
() - ۳ (ب) - > (ح) م (۶) ج ا 
الحل (1) من وض + ۷ < . 
 0(‏ من + ص = | . بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : (۷) سس + ۳ص" - ع = . 
صن ۰ ع ص 
ہہ + ۲ لا عمق ۴ و منها : ہی = - هن (۸) س"- ۲ س ص = 0 ص' 
۳ 
(۲) ۰ س" + ص" = ٣س‏ ص20 .. بالاشتقاق بالئسبة إلى س ينتج : (9) س + ٦س‏ ص = ع ص + ۳ 


۲ 





الا 0 ز تلریاضیات 


+  ).( 


امل 
سس 


۱ = 


(۱۱) س ص + حاص = 0 
(۱۲) س حا ص + ص حتاس = 
(۱۳) س قتا ص = ص طتا س 


(۱۶) بسن" حاص ص" حا س 


(۱0) حا۲ س حتا۲ص = ۲ 


الحأ 

() ۰ س" ع ص' + ۷ - 
۲ س - ۸ ص کب = 

(۷) ۰۰ س" + ٣‏ ص' - ع - 
واس' + ۱۳ ص کک - 

(A)‏ “' س' ب ٢س‏ ص = 0۵ ا ص 
۲ س ٣ص‏ عبن کک 

عب رس ص ) 


(۹) م 


٠* (0: 


یں + 1 من ص = 


عز سن لے ص ہہ ۹ ہنی ۶ مس 


ع ص 5 
بن ( ۶ 
5 ۶ ص 

بن ی 

دص ٢‏ من 
١‏ 

بن + ص = 


عبن 


۳ 


و متها : عد ۔ چو 
. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۳ 
و منھا : کا ب ہی 
. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
ح س عص 


ع ص + ۳ 


. بالاشتقاق بالنسبة إل س ينتج ۳ 


= (س اص ) ومنها: گنا - | 


۔ بالاشتقاق بالنسبة إلى سل کت 


ع وگ 
عبن 


٦س‏ ) = ۳ س" + 1 ص 


£ 1 من 
= | 


دن عن 


_ ۳س"+ ٦ص‏ 


_. ٣زس‏ +ص) 
ر٣‏ بسن - ۲) 


بالضرب × س ص ينتج : 


“. بالاشتقاق بالفسبه إلى س ينتج : 





۳ 


أحمد التنتہی التفاضل و التعامل ( ۳ ) ثانوی 
ص 5 عو ص 
مد رس - ]ص ) = ]سس - ص أو منها ۽ عص ے ]سس می 
۱۱( 2 بن ص ند حا ص = 0 . بالاشتقاق بالنسبة إلى حصن ينضم. : 
عاص ۲ ۶ص - 
من مہ من عسن + حتا ص عبن ۰۲ 
عص صل 
ع رس + حتاص )  -‏ ص و منها : وين = بن دحتاص 


عبن 
عن 


2 حاص + سس حتاص عا لي عص ل جا ین اس = 
3 7 رس حتاص + حتاس ) = ص حابن حاص 





تي ۶ص _ ص حا س - حاص 
٭ بن سس حتا ص + حتا س 
*(۳) ۰۰ س قتا ص = ص طتا س . بالاشتقاق ریس تاک 32 


عد 5 7 ع حصا 


ۓگ (طتا س + س قتا ص طتاص ) = ص قتا سس + قتا ص 
۲ 

۲ ۶ص _ ص قتا سس + قتا ص 

نہ طتا سس + س قتا ص طتا ص 
(08) ۰۰ س' حاص ص' حاس = ۹ .. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۳ے ۶ص 

]من حاص + س " حتاص ص ا ص حتاس - ٣ص‏ ہے حاس =. 
ع رس ا من د سس سس دی 
۽ سر 


هی امن ا حا ص 


نها . ۶ ۓگ ب 
و مھا : عبن س" حتاض ‏ ۲ص حاس 
(۱0) ۰" حاع س حتا۲ ص = 2 . بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 


حا۲ س × (- ۲ حا۲ ص کک ) + ۲ حتا ۲ س حتا۲ ص = 


۱۳ 











المتمدز تترياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 
۱ ۲ حتا ۲ س حتا ۲ ص ۲ ۲ : ١‏ ص :. 
RE ۰‏ عو و تج ہے - متا طتا عندما ٠‏ - مسب کے :کد = 
و نان عس ٢‏ حا ٢‏ س حا ] ص ٤‏ سدق 1 5 00 ۲ طا + :7 ١‏ 
0011101 7 وص + + 7 کی ۲٭ + چ جه جو ۶ 
۲ و ۷ 
(۱۱) س = ۱۳- ]یه ؛ ص = 5 رم اه ٠‏ یہ < 2 عند النقطة (- (r++‏ 
(0۷) س = حا97۲ .» ص = حتا ]ع 60 > 0 حل الحل 
7 0 00 = ۳ ہس + | “. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
(۸) س = ۵ + قا 0۳ . ص ح ۱- طا0۳( <« 0= +[ وس 
- حا رأ ]71 = ۳ 
الحأ 0 سب 
ہس اس ر سد _ 
)٦١(‏ ۰ س ۳ ای 0 وب ات 3 عص لام 
۱ ۱ 
ع ص ع ص ع E i‏ 5 7 ميل المماس ۶ت 0 ۳ 1 ۲ TE‏ 
بی کو ہی GE‏ = ۲ 1 - ۲:۷ ) - 7 حا رأ 7 T+ x‏ 
۱ ۱ 
r= x< 5 ¬ ۴‏ 
و عندما : رہ - ۶غ 22 سے ہے ےک = 3 = ۳٢‏ 
— 1۲ حا جح ]1 
۷ حا 7۲ 0 لد - مع حتا 9۲۲ ۱ 7 مه 
(IV)‏ ء0 (۲۰) أوجد مشتقة .ا بالنسبة إلى ,| ۲ س + | عند س < 5 
ع ص یں کے 
> ۰ ص = حتا ۲ 7 0 ع6 = ۲ 7 حا7۲۲ 9 الحل 
ع ص عص ےس - 21 حا ]۲ 7 0 
خط EE EE‏ واج > ے۔._‫'_ 00 _ ہں +] 
بسن ۶ ` 0۵۶ ۳ 7 حتا ۲ 7 0 طا ۲ 77 0 تصن :ان بن | 
و عندما : ۵ = 4 .گا  -‏ طا۲۳ +  -‏ طاح - اراس وض _. (س -1*)۱-(س + ۱) *| ع 
° ویر 00 ۲ ٦‏ ۲ 
r,‏ 5 با | 1 
(۸" عے اع قا 0۳ طا۳ 0 × ۳ = ٦‏ قا 0۳ طا۳ 9 ( )ا رس - ۱) 
5 : 1 دامح = ,۲۱ س +| سح(٢٢٘س‏ +۱) 
۽ گا قا 0۳ ير سم - عوقا هوم 0 
0۶ 7 زع ور E‏ تیب 
۶ص _ ۶ص عمسن ۳ ا ۳ _ _ -ا وا ۲ ر١٣‏ س +1 
ع سن ۱ ۶ 1 ۲ طا ۳ 6 

















عضت عص عع د ىب ب ,مس +ا 
۶ ڪس عسن (س - ۱) ۱ 
دعس :س سو اع ل »ا دع 


(۲۱) أوجد قيمة البارامتر رہ التى عندها يكون للمنحنى 


۲ ده" - لقنن + ور - ٩‏ 


۱ 
+. ص = ٢رہ‏ + رم - 0 






احمد الششتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


۳٣ - ۱‏ المشتقات العليا للدالة 


(۱) إذا كانت : ص = د (س ) حیث د دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة 


۵ ۰ جنه ۰ 1 / 
إلى س فان : مشتقتها الاولی هى ص سل د (بس ) 
و تمتل داله جديدة 




















)٢( ۱ 1‏ إذا كانت : المشتقة الاولی للدالة ص = د (س ) قابلة للاشتقاق 
)( مماس راسی (ب) مماس أفقى + 51 ها + ۱ بے جو حدم ١‏ ع ص ۳ ےا ا ب له 
الحل بالنسبة فان : مشتقتها س ( حك ) تسمى المشتقة الثانية 
× من = ]رم 0نم + ویر - ٩‏ ند = یم - .ارہ - 5 2 للدالة د و تمثل دالة أخرى و يرمز لها بالرمز : 
// 1 // 
> ص = یم + رہ - 0 بب کل = ےرہ + | ے ع = د (بس ) 
۰ عض _ ۶ ظد . ۶ 5 ۶ ده + ا به ۶ نے عرد اپ 4 چ سر 2٩٩‏ زر 2 
ف ا = جرد + جا ب بے کے (۳) بتکرار عمليه الاشتقاق نحصل على المشتقه التالثه لنداله د 
۳ 
5 + .ا ۶ ص : 
() - المماس رأسى 2. ميل المماس = عك غير معرف و یرمز لها بالرمز : ...۰ ..... و هكذا 
یہ' ارہ ع - عانم د 0رہ ۲ = (5) تسمی المشتقات لدالة بدءاً من المشتقة الثانية بالمشتقات العليا 
۰ طايه ۲) ( نه -۱) = و منها : ہے ج [؛4 رہ - | و تكتب المشتقة من الرتبة رہ كما يلى : 
(ب) ۰" المماس أفقى ميل المماس - گا - ص(“) - كيد ے دا" (س) حيث : رہ عدد صحيح موجب 
< موم + | = و مثها : رم  -‏ + ملاحظات ٠<‏ 
1 2 ا 
() الرمز كس يقرأ دال اثنين ص دال س اثنين 
ع بن 


(0) الرمز ع يدل على المشتقة الثانية للدالة 
ع بن 


٤ e 
بینما ( کک ) يدل على مربع المشتقه الاولی‎ 






































۳ 


















































المتمیز للریاضیات أحمد ی التفاضل و التكامل ( ا ) نانوی 
۶ ء ص - 0 سید )  00(‏ ص = بس"* ۲ ين + 0 ع ۔ ی ہں' 5 مس 
)۳( ع بن ( ص ع مسن ( = سس ۶ سن 7 'ص 
۶۶ ۳ ۳ 5 7 ۶۶ ن = ۶ 
۹ ع صل 7 کس ہیں" ٢‏ س 1 5 ہس 
1 1 1 ۶۶ ۳ 
پ) ." = - | جك = ھم(٣‏ رم !ا 
= ص کب + ( تی ) (ب) 3011 ( ( ۴ہ -۱) 
۱ ۱ گب = (٣۸‏ رہ -|)' .. غ ے ٢(۱۹۲‏ ده - | 
() ادا كانت : ص = دع ) ظ جم < ہر (س) فإن : ع رم الف ( ۶ رہ ) ( 
عض _ ۶ا ي عع ۱ (ح) <۵ ٣٤‏ ۳ ۱ ص ۲ س 
۶ حجن ¢ ع سس دازس) =۴ حا س ۾ فى ( س ) = 2 ختا۲ س 
2 1 
ع ھی خت ع ص 1 ے نے حا 
8 وس ع بن ( + (س) ۰٠‏ زس 
3 ہ..ں. کچ درس ۔ یم 
)0( إذا كانت : ص = د( س) ۰ 6 = م (س ) دالتان قابلتان 0 5 زمن ‏ ۱) × | س ×| _- ]1 = درس ع ' 
للإشتقاق عدة مرات بالنسبة إلى س فان : الو ل ہک 
ص ص ع سس 7 تے ۳ ll‏ 7 و 
۶ د اط ب جع = اج 2 ۰ > د (بس) < ۲ ( مس |ا) د (س) = -۱ (س | ) 
عاص اع ٦‏ ی د »× ۶ تس اجابه تقگیر وھ صفح* ۵ 
وع Ee‏ ۶ئ ا اع 42 إذا كانت : ص = حا( س أكتشف النمط المتتالى » أوجد صا 
۳ ۳ ۳ الحأ 
یہ چج سرچ بچہ ہا لے کہ کہہے ہے د 200 007 - 1 
وع ۲ ۶ع ا۱ء وع ×ص = حامس ص = م حتاؤس = م حا( مس + +2 ) 
إجابة حاول أن تحل () صفحة 0! ٠‏ ص" ‏ ما حالس = م حا( س + 7 ) 
أوجد المشتقة الثالثة لكل من : ۱ ص" 060 م حتا | س ۳۳ ۲ حا( م س + 7 ( 
1 ۲ 1 
() ص = س* ع سآ + () ع <(۲ مه -۱) کا اد 
(ح) د (س) = حتا(٢‏ س + ۲ ) () د( س) = سم . ص = م“ حا( م س + ل به ) 


الح 


(ro ( 


> صا" = ۲ حا( س + ج 7 ) 








۳ 


اط 
المتميز للرياضيات أحمد التنتورى التفاضل و التكامل ( " ) ثانوى 
إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۵ا الحل 
(م) إذا كانت : س" + ص' = ٩‏ أثبت أن : ٭ یں ع جم د Ef = J‏ -۔ رع -ا) 
٠‏ ص = ع سے اك ۶۳ 
عع 





۳ ۲ 
ع ص ۶ سس 5 
ع ہس 


ع ص عد , ع ے ا ے عوع ي" 








(ب) اذا كانت ٠‏ ص = طا س أثبت أن : 3 وڈ سے ۶ع مع کے ۶ 
عد = ع (۱ + ص ) عاض _ ع عام ۶ موص ما ۶ 
7 + - عمسن( عين  )‏ وع ( ین ) ۲ عسن 
اها 3 
۱ ۳ اع ا ]» دوع - 
() ۰ س + ص = ۹ . بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج زر 3 عع رغ -۱) CC)‏ -۱) 
کپ ۱ سی - ۲ ۱ 
۴س + ۲ ص ص = . بالقسمة على ۲ ينتج : س + ص‌ص =. = E&E)]‏ -۱) ہڈۓ‌رغ -۱) | +( -ا) 


0 7 : بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة إلى س ينتج‎ ٠ 
۱ -ردعع]» دزع‎ E) 0 کت = زوع‎ 1 7 


f ۳ 7‏ ۶ ۶ 
| + (ص ) + ص‌ ص = . ای أن : 























3 ۱ ۳ ۱ 
اض ع ص ,۲ 5 = درت -ا|ا) E); x‏ -۱) = ۔ رم ۔١)‏ 
ص ع رہ )ا SIF‏ 3 
۶ بن > عندما : ثم - ٢‏ فان : ۲ = - چ 
۷ ای لطس . بالاشتقاق مرتين بالنسبة إلى س ينتج : 7 
r // 7 /‏ 2 .- ع ص ۱ ع 
ص = قا س > ص = ع قا من طاس ۱ مہ د۳9 8 ۳ 
١ 1 ۱‏ ۱ 0408 س ۶ بن 
و ا = 5 0 
ص الا س ) طاس = ۲ (۱ + ص ) ص = كي [- رم -۱) ۲ 2 -۱) 
۲ ع ٢‏ 
أى أن : ےج د ۲ (۱+ ص' ) ۳ ٦‏ ۱ 5 2 00 
اين = Eye‏ -۱) × چرچ -۱) ے (I= EJ?‏ 
اجابة حاول أن د صفحة ۱ 
إجابة حاول أن تحل (۳) ٦‏ > عندما :اع = ۲ فان : ع ا 
٤‏ 


إذا كانت : س = عأ ٣ع‏ . ص = ع أوجد 


1 ۳ 
ع ص ۽ ۶ ص عند : يم - ۲ 














المتمدز تلریاضیات امد الشتتتورى التفاضل و الكامل ( ۳ ) ثانوى 





إجابة تفكير ناقد صفحه ٦ا‏ ص E‏ = ۳ باب ۱( 

یبین الشکل المقابل : ان عندما : س - ۲ ۰ = PIF‏ + ۲ ب 
تمثيلاً بيانياً لمنحنيات الدوال : | 5م + ب 6( بطرح )١(‏ من (۲) ينتج : 
د(بسی) ‏ د( > درس ۳ سے ۳( ."| ۰ بلتعويض فى (ا) ينتج : ب = || 
حیث : د ( سس ) كثيرة حدود ؛ شب = ۷۵ عندما : س -< ۲ ۰ ۷۵ = ۲۱۲ + 2 ب + > 
حدد منحنى كل دالة 0 ٠م‏ <! . بدا له = ۹ا 

الح 0 ۰ ۰" ص 800 بن - | ص۸ = + ب +ح+ء 
PT EOE‏ + ٭ ٌ8 5| =| ء شاع ۱۹ .. وح - ۲۳ 


ل * 1 کے جھ ۳ ۳ ۲ 0 * .٠.‏ ص = بت سح 
و لا يوجد للمنحنی ۸ أى نقط لقيم عظمی أو صغرى AX‏ ۳ = 1۷ 
“. درجة دالة المنحنی ب = درجة دالة المنحنی ح + | .۰ ۱ . ص = ۳ ءا | ۷۶ | + ۲ ۲ ۱۱ ۱٩ + ۷ x<‏ - 22 


درجة دالة المنحنی ح = درجة دالة المنحنی ۲ + | 
۰ المنحنى ب ب يمثل منحنی د ( س ) المنحنی ک یمثل منحنی د"(س) ۰ 





آوجد المشتقة الثالثة لکل مما یلی : 


| ے ے '_ ۳ _ ۲۰ مس 
لمنحنی م یمثل منحنی د"(س) (۲) ص = س - 2 من + ۳ (۳) ص تن 2 
(2) ص = حا( س - ۷ ) (0) ص = حتا ( ٦)‏ - ۳س ) 
حل تمارين (۱ - ۳) صفحه ۱۳ بالكتاب المدرسى (3) ص = حا س حتا س (۷) ص راع س 0 
ید یں لل الحل ۱ 
و كانت ارتباطات س ء ص › ص" ص" و جب سدم اد ظ شام يق 
موضحه بالجدول التالی : > ص <.۲ س ۲۰ س 4 ضس“ کے ٩.‏ بن ۶ 


أوجد قيم : (. ب ء حا › ء الحقيقية (۳) ٭ ص = ۲ س (س + 





ثم أكمل الجدول / ۱ ۳ 
الح ۰ ص = ] رمن + ۱) سس + ۱) ٢×‏ س 
ے۴۴ 

| ص = م سس + بين کسیر + ء = ۲ رس + ۱) | چ ۱ امن‎ ٠. 

/ / : : 
ص = ۳۴(س + ع بسن + ها . ص =1 س +۲ ب = ۲ رس +۱ ۲-۱ (س +۱" - کپ 

// ۲ (رہں + ۱) 

ء ." ص سے ۲۸ عندما : ہس ح | -. ۸ = ۳۱+ ۲ ب 









ال ز للرياضيات أحمد شننوءمی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 




















/ الحأ 
٠‏ ص = - 2 رسن + )١‏ 3 ہے ۳ 
1 - و 003 ۰ ۳ س + 0 = ]من ص “. بالاشتقاق بالنسبه إلى س ينتج : 
: - 5 / / 
ب ص = ")| رسن + ۱) ی ۳14 ٦س‏ = ۲ ص + ۲ بس ص "اسن = ص + س ص 
/ > بالاشتقاة و۱ اس 
(و) ۰ ص = حا( ۲ س - ۷ ) ۷× ص = ع حتا( ۲ س - ۷ ) ق مرة اخرى إلى س ينتج : 
ll //‏ 8 ۳ - ص + ص" + سس سی" ۰ ۳ < ]ص + س ص 
۰ ص = ا 2 حا( ۲ س - ۷ ) ٠‏ ص = ۸۰ حتا( ۲ س - ۷ ) ۲ 
أى أن : س © ۓگ + م = ۳ 
(0) . = حتا(7 - ۳ س ) ع بى' س 
1 = جا 0 × — = حا - 5 ۱ 1 1 7 ۲ 
ص ( 7 - ۳ من ) ۳ ۳ حا( 7 - ٣س‏ ) (9) إذا كان : بن" + ص = ع أثبت أن . 
+ ص = ۳ حتا(] - ۳ س )× ا ۳ = ۔ ٩‏ حتا (7 - ۳ س ) سم ۲۳ 
// ص ع ی + ۶ = 
“. صصص = ٩‏ × - حا( ۳ س )× س = ۲۷ حارم - ۳٣س‏ ) : ۱ ا 
(7) ٭ ص = حاس حتاس ۱ ۱ 
5 ۳ جد شا سس و ها من عد ختاس × حتا عن بن + ص س وس ق بالنسبة إلى س ينتج : 
: بن 
٢ ۳‏ ا لب كت .2 و 4+ كت .2 : جح مب سس 
ے- ای دا سل ا ا EE‏ سن 7 و منها ص ص 
:- 10 8ه" ف اخری پالسیه إلى س ينتج : 
+ ص = ۲ × ۲ حتا٢‏ من = ع ختا۲ س ہے " . 
3 | + (ص ) + صصص -. ٠‏ بالتعویض عن ص ينتج : 
۷ ۰ ص = ,۲۱ س - 0 = ( ۲ س - 6 ۲ ۲ 
ان 0 ( ا یی > بالضرب × ص" ينتج : 
/ ۳ ص 
3 = < ( ٣س‏ - 0 « ]= کے ۰ 
ص > ( ٣س‏ ( ر٣‏ س - 0 من ی نب ١‏ ا بیس دض : 
1١ 3 ۱ /‏ م 2 دی ۳ عاص 
٠‏ ص = لاح (۲ من 0 ) × ۴ = کے . 5 + ص ص =. ف 
ماس - ۵ ) ¥ ک2 ٤‏ 
7 5 دج ۳ (.۱) ادا كان :ص = ۳ حتار ۲ س + ۱ ) اثبت ان : 
ص =× اج (]آ]سن ‏ 0) ۶ ۲ سپ 1 
0 ء۶ ص س 
۱ ( س + 2 ص =. 
اجب عما يلى : ع بن 
(N)‏ اذا کاٹ ۰ ٣۳ص‏ + ن 1 ص أثيت ار ۱ 
ادا كان : ۳ بن = ]بسن بت ان : ۱ 8 
"٠ 1‏ ص = ۳ حتا( ۲ س + | ) . بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
ع ص ع گر - / 
ہج لل ہج صا- م »از حا( س +۱)) ۴ = 1 حا( ۲ س +۱) 
سس 


5 
احمد التننتومی 









ال ز للرياضيات أحمد شننوءمی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 


> بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة إلى س ينتج : = حتاس + حتاس - مس حاس = ۲ حتاس - س حاس 





/ 
ص - 1 حتا( ۲ س +۱) ۲۷ = ع[ حا(۲س + |) ااا ا 
“. الطرف الأيمن  -‏ ۱۳ حا( س + |) + ع ×۳ حتا( ۲ س + ۱) سے سخ بن ل بطم مد سس کاس ات ۶ دای س کا 
= ۱۲ حا( ۲ س +۱) + ۱۲ حا( ۲ بس +۱) = ". الطرف الأيمن = س ( - ۳حاس - بن حتاس )+ بن ( كاين + 
أى أن : گت بو ص - . س ختاس ) + ۲ س حاس 
ع بن 


۰ ۱ ۱ 0 5 0 ۲ حتا 5 1 
(1) إذا کان : سن ص = حا مس حتا سس أثبت أن ۰ ۳ ين حاس - ين ختاس + ين خاس 












2 4 ہن این ۳ جن کاس ات . ى الطرف آلآأسر 
بن ۶ص + ۲ كلخد + و بس ص < . 
ء بسن" د" إذا کان : ص - اثبت ان : 
الح 
۱ ۱ ۶ع + <ص"(۳ص"- ۲ 
× من ص = حا من ختاس = >< × ( ٢٣‏ خاس حتاس )= ح خا؟ بن اس ) ع = ص (۳ ص - ۲ ) 
. بالاشتقاق پالتسبه الی سن ينتج : 
مرچ من یبد بو ون مه سر ۹ ۰ بالاشتقاق با لنسبة إلى س ينتج : 
۱ ۲ ۱ قا بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة ! نتج : 
/ / / 
ص + ص + س ص = ع حا زس () ی قاس × قا سی + اس قا سس طا سن ال قا س ++ قا س لاس 
> “سنا ص = ے حا س خا ۴ من = ۴ س ض “. الطرف الأيمن = قا سس ( قا ين + قاين طا س ) +( قاس طاس ) 


/ ا 

“. من (|) : ۲ ص + من ض + 5 بن ص 
3 

و ع ص ع ص 

ای ان ٠‏ اام + £ ےم 





(۱۳) إذا كان : ص = من حابن آثبت أن : 











| 


= قا س ( قا س + ۲ ( قا س ا|ا)) 
بن ۶ سب + بن ٤‏ گند + ۲ ص < . 10 7 0 
ہے" ۶ سن = قا س ( قا س + ۲ قا س 6 ) 
الحأ ۳ ۲ 
= قا س ( ۳ قا س ۴ ) = ص ( ۳ ص - ۲ ) - الطرف الأيسر 
3 س حا بى . بالاشتقاق بالنسبة إلى س ینتج : عاض 5 ۳ : 
ص = حابس + س حتا س ء بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة إلى س ينتج ص بام +( عن ) = ص (۳ص ۲ ) 


۲ 


اکم الشنتورى أحمد ااا احمد الشتوہی 





ا 


























۱ 
. ۲ ۰ ۱ 5 فا ع ص - ل 
(5) إذا کان :اگ < ۲س س ع < س" - | و I‏ 
5 فی ۰ ۳ ۰ ۲ _ ۶6 + ۱ _ے مم ہا 
یتوہ عند : مسن = ۲ (۱) ادا كان : سے ٠‏ صما اع + | 
الح ء ص ۲ _ 
ب با ے تا اس اوجد : یی ند : 2 < ۲ 
وم Ee‏ بن" - ]| الحل 
1 ۶ + ا _ 6 ا 
25 د ع ار تم ) لع ید بر سس حم م .۱ ؛ كا اع + | 
ع ع ۶ ”ع یں ٠‏ ع ع ۲ ۱ 
ے ے_ سیم »× ا ۰ عند : 6 < ۲ ن : سن = ۳ ۽ سا م 
0 ۱ 
۶ ٭ ہیں س | ہا اس ص - | > بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۱( - ؟ سس - ")× س 7 "۳ حص ے _ كد 
wD“‏ ی یج سا 3 ص + ہیں عص سا عص - - ص = ۲ 
سن ہم سن > 
E EC‏ ۲-۲-1 سل (۷) إذاكان : س = قاع . ماص = طاع أثبت أن 
رس" - 0۱" رس -۱) میں اعم 
١ ) ۶ ۲ ۲ - ۲ - ٦ ١‏ 
٠‏ عند :اس س٣‏ ل ع ے اتید چ الم ۶س 
عع (۱-۶) .ا بن د قاع قفا ۶ طا ۶ 
۰ ۲ ۳ 5 
(۱0) ادا كان :س = ۳رہ - ] » ص = رہ + ۲ ہے 7 ۳ 
> اص = طاح بالتربیع ينتج : ص = طاح 


أ . يم ص كف ے 
اوجد : طعا عحد :ارم - 2 7 





ی 





آومر ۲ التفاضل و التكامل ( ۳ ) نانوی 
1 5 معادلتا المما العمودی لمنحنی 
007 ينيد - قاع طا ع | - ۶ س و العمودی 
۱ عو ص 3 تذكر ها یل : 
ا ص د طاح اع × سط د قاع ۴ ۰ پر هه 
را ار ا طرق ایجاد مك الخط المستقیم : 
= ۲یا ص عم = ع طاع قاع ) ميل المستقيم الدی معادلته : س + ب ص + ح < . 
ع ے ص ب عس. = ع قاع = ںس هو .م ے حل 
۱ 5 3 ۲) ميل المستقيم المار بالنقطتین رس »ص ) ۰ (س »ص ) 
كراسي رك دين (۲ س)- ۲ مب ص 
۳ 1 هو . م سے ۲ .۲ 
3 سی سیل 





۳) ميل المستقیم الذى یصنع زاوية موجبة مع الاتجاه الموجب 
لمحور السینات قیاسها (0) هو  :‏ = طا 0 
و یکون ميل المستقیم موجبا إذا كانت : (0 ) حادة 
بینما یکون سالباً إذا كانت : (0) منفرجة 
5) ميل المستقیم الذى متجه اتجاهه ى = (۲(. ب ) 
هو :ام م 
ملاحظات ٠‏ 
(۱) ميل محور السينات = ميل أى مستقيم أفقى ( موازى لمحور 
(۲) ميل محور الصادات = ميل ای مستقيم رأسى ( موازی لمحور 
(۳) إذا كان  :‏ هو ميل المستقیم ل ٠‏ هو ميل المستقیم ل, 


و كان : |) ل / ل فان : 6 // ٣‏ و العکس صحیح 
rr‏ 












۳ 


5 





المتميز للرياضيات احمد الشننتوہری التفاضل و التعامل ( ٣‏ )_ثانوى 
۲) ل ال فان : م »ام - -۱ و العكس صحیح استخدام المشتقة الأولى لايجاد ميل المماس لمنحنی و العمودی عليه : 
۱ ۲ 1 ۱ ۲ ۹۳ : 5 ری وہ 
) ميل المماس لمنحنی الدالة ص = د (س ) عند النقطة 
لصور المختلفة لمعادلة الخط المستقيم : 
١: ۱ ]۲[‏ ۱ ۵ ۱ ۱ 0 ( رسن »ص ) هو : ۲ 572 
۱( المعادله المتجهه للمستقيم المار بالنقطه له رسن ۰ ص ) ۱ ۱ 


۲) ميل العمودی على الدالة ص = د( بس ) عند النقطة 


و المتجه ى = (۲ ۰ ب ) متجه اتجاه له هی : 
١‏ 





مس = وه +ل ی ا أن SCO‏ يوي 
) المعادلة الكارتيزية للمستقيم المار بالنقطة له رسن »ص  )‏ ر کر س 
و ميله ( ۲ ) هی : ص - ص = م ( س س ) ا ۱ 
چ © لل كانت : د رس) . عند نقطة ما على المنعنى 
ملاحظات ٠‏ 


ميل المماس للمنحنى . عند هذه النقطة 
و يكون المماس للمنحنى موازياً لمحور السينات و العكس صحيح 
)٢(‏ إذا كانت : د"رس) ے » عند نقطة ما على المنحنى 
فان : ميل المماس للمنحنى غير معرف عند هذه النقطة 


() المعادلة الكارتيزية للمستقيم المار بنقطة الأصل و ميله ١‏ ) 
هی : ص = ۲ مس 
(۲) المعادله الكارتيزيه للمستقیم الذی میله ( ” ) ۰ و یقطع من 






محور الصادات جزءا طوله = | جح | هی : ص = 6 س + ح و يكون المماس للمنحنی موازياً لمحور الصادات و العکس صحیح 
)۳( المعادلة الكارتيزية للمستقيم الذى یقطع من محور السینات جزءا " المماس یصنع مع الاتجاه الموجب لمحور السینات زاوية قائمة 
طوله = | ١م‏ |ء و من محور الصادات جزءاً طوله = | ب | مر سا 
ا (۳) إذا كانت : د (س ) > . عند نقطة ما على المنحنى 
ا ۱ 7 فان : المماس يصنع مع الاتجاه الموجب لمحور السينات زاوية 
3 معاد نلك المستقيم الموازی لمحور السینات و المار بالنقطه حا عاك هذه النقطة و العک ۲ 
( ل ۰ ك ) هی : ص - ل 5 (5) إذا كانت : دا (س ) < . عند نقطة ما على المنحنى 
(0) معادلة المستقیم الموازی لمحور الصادات و المار بالنقطة فان : المماس یصنع مع الاتجاه الموجب لمحور السینات زاوية 
( ۵ » له ) هی : س < ل منفرجة عند هذه النقطة و العکس صحیح 
(9) معادلة محور السینات هی : ص = . 
ر۷( معادلة محور الصادات هی : س ح . 
۳ 





ا 


آ دہ 





۳ 


المتمیز للریاضیات أحمد التنتتوری التفاضل و الكامل ( ۳ ) نانوی 
معادلتا المماس و العمودى لمنحنى : 


)٦( ۱ ۱ 1‏ لایجاد نقط تقاطع منحنیین نحل معادلتیهما معا آنياً 
إذا كانت النقطة مس »ص ) تقع على منحنى الدالة د حيث : 


ر۷( زاوية التقاطع بين مستقیم و منحنى هى الزاوية المحصورة بين 


ص = د(بس)  .‏ ميل المماس للمنحنى عند هذه النقطة فان : هذا المستقيم و المماس للمنحنى عند نقطة التقاطع 
() معادلة المماس للمنحنى عند النقطة م (رس »ص ) هی : (۸) زاوية التقاطع بين منحنيين هی الزاوية بين المماسيين عند 
ص ناص 6-3 وس بای ) نقط تقاطع المنحنيين 
(۲) معادلة العمودى على المنحنی عند النقطة م رس »ص ) هی : | إجابة حاول أن تحل () صفحة ۹ا 
ص - ص = جل ( س سن ) أوجد معادلتى المماس و العمودی للمنحنی :ص = ۳ + قاس 
ملاحظات : " عند النقطة التى تقع على المنحنی و احدائیها السینی یساوی ‏ 7 


(۱) یتقاطع المنحنییان على التعامد إذا كان المماسان المرسومان لهما 
من نقطة تقاطعهما متعامدین 0 
(0) لإثبات أن : المنحنیین یتقاطعان على التعامد عند نقطة نتبع ما يلى :۱ 
) نوجد النقطة إذا كانت غير معلومة 


الح 





× من = چو .ص د ۳ + قاطا - س عم - | 


“. النقطة الواقعة على المنحنی هی : ١١ 725١‏ ) 


: ص = ۳ + قاس “. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج‎ 6 eT 
فان‎ )١ ١ ( طد القطة‎ ١ ادا عد - قاس طاسی‎ e ah E ارود می اسان‎ 7 
۳ ۷,۲ = ۳۷۲ = 7 ای وے ہو ری سس وہ ميل المماس = قا جم طا‎ 
5 : لإثبات أن : المنحنیین متماسان نتبع ما یلی‎ )۳( 
نوجد نقطة التماس إذا كانت غير معلومة ۰ ميل العمودى 7 م72‎ ) 
) زس - ج‎ ۴ ۷۲ = ١ نوجد ميل المماس لكلا المنحنیین عند هذه النقطة . معادلة المماس هی : ص‎ )۲ 
.- |+ نتأكد من أن میلی المماسيين متساويان ای : ۴۷۴ س اص كيام پر‎ ۳ 
) 17 - لایجاد نقط تقاطع المنحنی مع محور السینات هی : ص = . > معادلة العمودى هی : ص - ۱ = حلي رس‎ )5( 
. < و نوجد قیم سس ای : من + ما ۳ ص عياط ہو‎ 
. = لایجاد نقط تقاطع المنحنی مع محور الصاداات هی : س‎ )0( 
و نوجد قیم ص‎ 
۳ 


و 





آ دہ 











المتمدز تلریاضیات احمد النشننتوہی التفاضل و التكامل 
إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۱٩‏ “. مساحة المثلث المطلوب - ل × 1 × ۳ د ٩‏ وحدات مربعة 
أوجد مساحة المثلث المحدود بمحور السينات و المماس و العمودى ملاحظة : " معلومة اثرانية " : 
عليه للمنحنى : ۳ ہس' + ص" = ۱۳ عند النقطة (- 21 ۳ ) المنحنى : ۳ س" + ص' - ۱۳ يمثل قطع ناقص معادلته هی : 
۲ 3 
الحل + = | " بقسمة طرفی المعادلة + ۱۲۳ 5" 


|۴ = سين + ص‎ ٠. 

“. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
/ 

۹ س + ۲ ص ص 


, / 1 من 
ومنها : ص > وص 


عند النقطة (- | ء ۳ ) 
فان : ميل المماس = | 
> ميل العمودی = | .۰ 
معادلة المماس هی : ض ‏ ۳ = | ×زس + ۱) 
ای : من - ص + و < . 
> معادلة العمودی هی : ص - ۳ = ( -۱) ×زس + ۱) 
ای : س + ص ۲ =. = قتا 0 و عندما : 0 << فان : 
بفرض أن : المماس يقطع محور السينات فى النقطة ب ( لك ۰ ۰) 
“. بالتعويض فى معادلة المماس ينتج : لى + 5 = . و منها :لى  -‏ 5 


و الشكل السابق يمثل ذلك المنحنى 

إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۲۰ 
أوجد معادلتى المماس و العمودى للمنحنى : س = حتا0 › 
ص = ما ۲ + حا6 عند : 0 = سم 








يك سلا _ 
مد ے - حا 


۰ ۶ت2 = حتا0 





ل حتا 0 = طتا 0 


7 = | . ميل العمودى = | 











أى أن : المماس يقطع محور السينات فى النقطة ب (- ع » ۰) 7 = > ص = ما ؟ + حا + 7 ہے 
> بفرض أن : العمودى على المماس يقطع محور السينات فی النقطة ((ل ۰ ۰ ) :. عند النقطة ( لي ٠‏ كل ) فان : 

*. بالتعويض فى معادلة العمودی ينتج : ل - ۲ = . و منها : ل - ۲ 

أى أن : العمودی يقطع محور السینات فى النقطة م (؟ ۰ . ) معادلة المماس هی : ص - كل = ( -۱) × زس - سل ) 
.٠‏ مب = | ۲ | = 8 وحدة طول 


ای : من + ص - ۲ ما ۲ < . 
> و من الشکل : ارتفاع المثلث المطلوب ( ح ء ) = ۳ وحدة طول 


TO 


اک الننتنتومی أحمد ااا أهمو اقننتمی 





آ دہ 





۳ 
أحمد التتنتتومی التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوی 
> معادلة العمودی هی : ص - کے = ۱ ءا (س - حك ) حل تمارین (۱ - 2 ) صفحه ۲۱ بالکتاب المدرسی 
u‏ () إذا كانت : د ء ہر ىہ دوال قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س 
إجابة تفكير ناقد صفحة ۲۰ 


أوجد معادلتى المماس و العمودى لمنحنى الدالة فى كل مما يأتى 
بالقيم المعطاة فى الجدول التالى : 


ص ا بن = ۳ 


س ص = ۳ 
هل يتعامد مماسا المنحنيين عند هذه النقطة ؟ فسر إجابتك 
الحل 





۳ ۳ 
“١‏ ص ہ_ مس = لم 
/ 
۲ ص ص - ]س < , 


ليع 
“. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : () وه (س ) = د(س) × س (س) عند :س < ۳ 
:. ص‌ص" - بن = . و منها : ص" - كلد (ب) وه (س ) = د(س) + ہر (س ) 
“. عند النقطة ( ۰۱ ۲) فان : ميل المماس = < ظ 


5 ری یہ رس ) = دم (س) ] عند :س 
أى أن : ميل المماس للمنحنی الأول عند النقطة ۰۱۱ ۴ ) = ل الحل 
> س ص = ۳ 





”. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج :  0(‏ ی (رس) = د( سس) × ہر ( سس) 


ل( سن) = د(س) ×ما(سص) + م (س) ‏ دا( ) 
صن + سن صا = و هنها : صا - سك ٠‏ عند ولس = ۳إ فان : 
“. عند النقطة ( ۰۱ 6 ) فان : ميل المماس د ۲ ميل المماس = س (۳) - د(۳) × مس (۳) + س (۳) × دارس 
أى أن : ميل المماس للمنحنی الثانی عند النقطة ( ۰۱ ۴ ) = - م ۳ ۱ ٩‏ ۰ 06 ۱۳ :۲ د ۷ ددم 
“. مماسا المنحنیین عند النقطة ( ۰۱ ۲ ) يتعامدان ۰ ميل العمودی = | ۰ ص = بل (۳) = د( ۳) اس (۳) = |× ۷ - ۷ 
لأن : ميل المماس للمنحنی الأول عند النقطة ( ۰۱ ۴ ) × ميل المماس للمنحنی . عند النقطة ( ۳ ۰ ۷) فان : 


8 معادلة المما : - دالا - 
الثانى عند النقطة ( 21 ۴ ) = +× ام - - | س هی : ص - ۷ = »)١-(‏ رسن - ۳ ) 
+ ص - ۷ = س + سم ای 
> معادلة العمودی هی : ص - ۷ 
٠‏ ص - ۷ حابن - ۳ 


: من + ص لد .| =. 


×١ =‏ (س ‏ ۳) 
أى : من اص + ع =. 
و +ں تی ین ) ری لصن 





م (س) 


۳۱ 





۶ لاض تاد گب نے رس 
۱ لس (س) ] 
e‏ ۷ د ( ۷ ۷ ۷ 
× دل تك 4 
مل اميس ی(۷) - مس (۷) *<3 (۷) رت عم ۷) 
اس (۷) ] 
۰ ا 7 
1 ]1 0 
۱ 
7 سا د ١٣۷(2‏ ےہ٤‏ _ 
ميل العمودی = - لج + ص = ی (۷) = ااا حك = م 
عند النقطة ( ۷ ۰ - ۲ ) فان : 
معادلة المماس هی : ص + ۲ = ۱۳ × (س - لا ) 
ص + ۲ = ۱۲۳ س 5م أن : ۱۲ س - ص - ۸1 = . 
> معادلة العمودی هی : ص + م = (- ل ) × (س - ۷) 
۲۰ ص + 5 = - س + ۷ أى : بس + ۱۲ ص + ۱۷ = 
(ی .۰ ی رس ) = دم (س)] 
.ا ی رس ) = دا[ (س) ] × ہا(س) ء عند :س = ۳ فان 


ميل المماس = ى رس = د [م (۳) ] × مس (۳) > د (۳) ارس 


< ۲ ۶ 1 = ۱ . ميل العمودی  -‏ ل 
> ص دی (۳) = د[صس (۳ ]1 = د(۷) - . عند النقطة ٣(‏ ۰ - ۳ 
فان : 
معادلة المماس هی : ص + م - × رس - ۳ ) 
ص +۲ = ١۱اس‏ ۳۹ أنى : ۲١س‏ - ص - ۳۸ = 
> معادلة العمودی هی : ص + م =  -(‏ ) × (س - ۳) 
۲۰ ص + ۲2 < س + ۳ ای : من + ۱۳ ص + ۲۱ = 


تننتوری التفاضل « 





۱ 


۳۷ 






التحامل ( ۳ ) نانوی 


)۲ ادج معادلتى المماس و العمودى لمنحنى الدالة د حیث ۰ 
۰-27 عند قيم بن المعطاخ ٠‏ 








۳ = سم طتا' سس ٠‏ من =+" 
(ب) ص = ۲ حتاس - قاس ٠‏ س = +[ 
الح 
(۲) ** ص = ۳ - طتاس ب. ص" ۴ طتاس ٭ (- ق من )2م طتاس قنا س 
3 > عند : سس سس فان : ص = ۳ - طتا ۲( - ۱-۳ - ۲ 
> ميل المماس = ۲ طتاح 7 فاد عير وير رب -: 
× ميل العمودی  -‏ + عند النقطة ۽ ۰ ۲ ) فان : 
معادلة المماس هی : ص ٢‏ سے ۶ × (س - 232 ) 
> معادلة العمودی هی : ص - ۴ = (- ) × (س - ۲ ) 
ص = ۲ حتاس - قاس باصن مت بح حاص لاس طا 
ا د فان : 
ص = ۲ تاد 7 - حتا ج = ۴× < ۲ < ۱ - ۲ < - | 
> ميل المماس  -‏ ۲ حا ‏ 7 - قا ع طا ی 1 
xr Fx ۲‏ يام ددم ۲م 
×× ميل العمودی = لیے عند النقطة 742١‏ ۰ -۱) فان : 


معادلة المماس هى + ص + !| 


> معادلة العمودى هی + ص + ۱ 


(Tw) ۲ ) ۳ ۷ ۳ ( = 





۱ 1 
سح ۲ رس Ty‏ ) 








۳ 


امہ ۳ للرياضيات أحمد 111 5 54 التفاضل ۱ التکامل ۳ ثانوى 
(۳) أوجد معادلتی المماس و العمودى لكل من المنحنيات التالية > ميل العمودی = | ء معادلة المماس هى : ص + |= (-|) × رس )١+‏ 
عند النقط المعطاة ٠‏ ہہ ص + | = س - ۲ اي : بن + ص + ۲ =. 
۲ ۲ ۰ پر عه هه »> معادلة ۱ اخ ٠‏ لب = لب 
(() س + ص = 0۲ عند النقطه رع ۰ - ۱۲ ) لعمودى هی : ص ۱ | × ومن + ۱) 
۲ :۰ ا . ص + | = بس + | ای : س ص =. 
ب + + = عند النقطه ۱ - 5 ۱ ۱ 
eas ۷ 3 0 7 2‏ (ح) ۰ ص (1+ س ) = ۸ ۰ بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
(ح) ص ( ۱+ س )= ۸ عند النقطة ( - ۰۱ ۲ ) عن" × ۲ سس + ور بين" ) برع من ص د . 
۲ ۲ 
2 = حڈ : بے : / ب تہ ۱ 
(۶) (حاس + حتاس ) ص = حتا س عند س = ج »1 ومنها + ص" - ك . عند النقطة ( 1ء ع ) فان : 
الحل در ۳ ۲ 
1 1 5 المما - (-۱) ۲ 5 ۱ 
() :: س + ص = ۵۲ :. بالاشتقاق بالفسبة إلى اس ينتج : إل 0۲ ٩۳‏ جج ۳ حل ۲ 
۲ س + ۲ ص ص = . ۰ مس + ص‌ص < . و منها : ص  <‏ گل معادلة المماس هی : ص 6 = ۱ ×زس + ۱) 
عند النقطة ( 5 ۰ -1 ) فان : ميل المماس = - > ا ص ام = بس + | أنى :س اصن + ۳ < , 


> معادلة العمودی هی : ص - ۲ = ( -۱) × زس + ۱) 
ہہ ص ] < ابن | أى : من + ص ل | < . 


> ميل العمودی  -‏ ل 
معادلة المماس هی : ص ٦+‏ د ل × زين ‏ 5 ) 
” ۳ ص + ۸| = ۲ بس ۸ أنى : ۲ س - ۳ ص - ۲۱ < . 





وه عد ۳ و عه مد اعم ۷ ۳ 
(۶) ٭ (حاس + حتاس ) ص = حتا س + بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
/ 
رحاس + حختاس ) ص + (حتاس -۔ حاس ) ص 


٠‏ معادلة العمودی هی : ص + 1 = (- ج )× (س -) = ۲حتاس × (-حاس )= -حا۲ س 
۲ / 
۰ ۲ ص + ۱۳ = ۳ س + ۱۳ ای : ۳ بس + ] ص < . . (حاس + حتاس ) ص = - جام ين (حتاس - حاس ) ص 
(ب) ۰ س' + م س ص + ص" د ۷ ٠.‏ بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : تا ORS ME EES‏ 


۲ ۲ حا سس + حتاس 
+ + + = ۰ ۰ + ۹۳ ۲ 7 
۲ سس + 0 ص + 0 س ص + ۲ ص ص “. عند س = 72 فان : (حا سح چو + حتا 72 ) ص = حتا + ]7 


1 

6 + س٣١‎ = ۲ + س‎ ۵ ٠ 

اب ٠‏ ۲2۳9 بے 1 .راع .)ص =. کہ ص حاء ١‏ 

د تسه ۰۰ : CE‏ سدم سم فا * ۰ 
و هه" : كن مسن + ع ص E‏ ميل اسمس _ - ها - (حتا ج ها )یر _ 

٢ ۱ 1‏ 
53 ۲ ۰۷( 1[)+ 0«( |( للم _ حا ل + + حتا ل ہم 

میں اسان کہ ١ ۱: = 2 - × (| -(* ۲+ (1 —) x<0‏ 0 


> ميل العمودى - غير معرف 3 *. عند النقطة ( 22 : . ) فان : 
۳۸ 


اکم الشنتورى أحمد نے __,ع_عع_ع___ععع۶ظ امد اقننتمی 





آ دہ 


























المتمیز تلریاضیات احمد للننننتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
۱ 5 بر ١‏ ۱ 
(5) اوجد معادلتی المماس و العمودی لکل من المنحنيات التاليه ال سس ری > و ميل العمودی < - ج 
عند جه لمعطاة ٠‏ .. عند النقطة ۱ فان : 
او ام : ۱ و رر ) أن 
5 51 تی + 5 ۱ ۲ 
س < رہ + ٤رہ‏ 2 ص = ]نہ عند : رہ = | معادلة المما : - - E E × ٣‏ 
)۳( ۱ س هی : ص - ج رس - چ ) 
ا کب 0۹ ۱۳۶ عد : 0 = 725 “.ما ۳ ص |= ۲ ۳ بن ۶ آی : ۳۲ س ,۳ ص _ ۳ < . 
الحل أ بالقسمة جما ۳ ينتج : ۲ س - ص ما ۳ د=. 
عبن 
(م) »۰ س = رہ + 5 نم ہے < ۲ رہ + ة : ۱ 1 - 1 ۲ 
ع رہ > معادله العمودى : ص ا = ر( × آمى ‏ لقف 
۱ 3 هی 1 ) 7 ( ) 7( 
, عص ۱ 
= ]انم مه س = و رم س‫ 
» ہس ۱ ہی ظ ۰ ۳ لا ص عم = عاط مس + ۲ 
2 ع ص ۶ص = EAE‏ ۲ ۰ = فا ٠‏ 
۳3 ےوریہ ‏ عنم ٤‏ نہ ۰ عند : رہ =| فإن : ۱ ای : عأ ۳ من +ع ما ۳ ص ٤‏ < . 
_ ۱۲+ 5 0 ا ۲ ۳ « ¥ چ جه هه جوا جو + ۰ 
ميل المماس = سک << پ > ميل العمودى = جح › (0) ادا كانت النقطة ( ۶ ۰ ) تنتمى للمنحنی : 
= -ے ہے = ۲ 1 7 جه جه 
۰ 0 © وہ ۲ ۲ بن + ص - ][زمىبن + ۱۲ = . اوجد فیمه ل 
سد ا 3 ثم آوجد معادلة المماس للمنحنی عند هذه النقطة 
معادلة المماس هی : ص - ۲ < ج × (س - 0 ) الحأ 
۰ ۳ ص - 1 = ]س - .| ای : ۲ س _ ۳ ص - و =. '.“ النقطة ( 5 ۰ - ۲ ) تنتمى للمنحنی : بس" + ص" - ع لی س + {f‏ = 
> معادلة العمودی هی : ص ۲ = (- ع ) ۷( س - 0۵) . فهی تحقق معادلته أى أن : ۱٩‏ + غ ۸ له + ۱۲ = 
۲ ص ع حت طس + ها آی : )مس + عم ص - ۱۹ 2 . ۰ ۳۲ ۸ ل < .۰ ومنها : لى < 1 » 
95 ۳ ۳ ۳ 
(ب) ۰ س = قا 0 ع = قا 0 طا 0 معادئه المنحنی هی : س + ص - ۸ س كت 
7 .*. بالاشتقاة بالئسدة ۱ نتم ٠‏ - 
0 ص = طاق . عض - قو بالاشتقاق + 4 الی مس ینتج ۳ ين + م ص ص ۸ 
۳ 1 كفا ٠‏ لا مرح . عند النقطة ۶ د ع 
. عض _ ۶ص ءعسن 5 قا 0 ۳ قا 0 ۳ ۱ پر حتا 0 ومنها : ص ص عند ١‏ 2 ۲ ) فان : 
رھ ۳۳ ۲ تاق طاق طا حتام حا ميل المماس - تیش -. . معدلة المماس هی : ص + ۲ - . 
= ل = قتا 0 و عندما : 60 = +7 فان : 





آ دہ 


المتميز للرياضيات 


)1( أوجد مساحة المثلث المحدود بمحور السينات و المماس و العمودى 


عليه تلمنحنی : ا بل وی ۳ عند النقطه ( ۰۲ ۲ ) 
الحأ 
×× مى' + عوص'۔ ۲ 
“. بالاشتقاق بالنسبة إلى س 








ينتج : 8 
۲ سس + ۸ ص ص = 

۱ / 3 
ومنها : ص = یر 
'. عند الق لنقطة ( ۲ ۰ ۲ ) 
کے ے ۲ 
گان : موں المماس < سم ح 


معادلة المماس هی : ص - ۲ <(- +  )‏ ( مس - ۲ ) 

ت و ص د ۸ = اين ٢+‏ أنى : من + وص - .| < , 

> معادلة العمودی هی : ص - ۲ = ۶ ۷« (بس 6 ) 

5 ص ٣‏ = 2 س - ۸ ای : 5 سن اص 8 =. 

بفرض أن : المماس یقطع محور السینات فی النقطة م ( لك ۰ . ) 

“. بالتعويض فى معادلة المماس ينتج : لى - .|= . و منها : لو ح .| 
أى أن : المماس یقطع محور السینات فی النقطة م ( ۱ ۰ . ) 

> بفرض أن : العمودی على المماس یقطع محور السینات فى النقطة ب (ل ۰ . ) 
. بالتعويض فى معادلة العمودی ينتج : 5 ل 3 = . و منها : ل - < 
أى أن : العمودى يقطع محور السينات فى النقطة ب رع ۰ . ) 

( ب = | - 2 | = د وحدة طول 


ہو من الشکل : ارتفاع المثلث المطلوب = ۲ وحدة طول 








۳ 


5/۹ التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


*. مساحة المثلث المطلوب  -‏ × لل »اام 


ج ( ۸,0 ) وحدة مربعة 


۰ ۰ 1 
(۷) أثبت أن المنحنیین : (س -۱) + ص'= ۲ ۰ 


( س +۱) + ص" = ع یتقاطعان على التعامد 
ثم أوجد معادلات المماسات لهما عند نقط النقاطع 


الح 


7 ۳ 
× معادلة المنحنی الأول هی : ص" = ۲ -۔ زس -۱) 


يد 1 
٭ء معادلة المنحنى الثانى هی : ص" = م ين + ۱) 


۳ ۳ 
“. لایجاد نقط التقاطع نضع : ۲ -( مس -۱) = ۲ (س + ۱) 
مس + مس | = -س' مس - | 


ہے 2 من = ہہ یس = > بالتعويض فى معادلة المنحنی الأول ينتج : 
۳ 


۳ 5 
ص = ۲ -(۰ -۱) = ۲ - | - | و منها : ص ح | ۱؛ ص - - | 


. نقط التقاطع هی : (۰ ۱۰ ۰ (۱-۰۰) 


> باشتقاق معادلة المنحنی الأول بالنسبة إلى س ينتج : 


/ 0 > + 1 
۲ ص ص = ۷۲۰( س -۱) و منها: ص - لد 
> باشتقاق معادلة المنحنی الأول بالنسبة إلى س ينتج : 
/ . 5 1 
۲ ص ص = ع × (س +۱) ومنها: ص - ا 


> ۰ عند النقطة (۱۰۰) : ميل المماس للمنحنی الأول ( ۴ ) = | 

»> ميل المماس للمنحنی الثانی رع ) = - | 

۰ ی سو جو 1 ۲ ۲۰ “. المنحنیان یتقاطعان على التعامد ۰ 
معادلة المماس للمنحنى الأول هی : ص - | = ۱ ×زس - ۰) 

. ص | = مس آی : بن ناص + | 









اھ 


ازم ز للرياضيات ا نلو ری التفاضل ۱ التکامل ۳ ) ثانوى 
معادلة المماس للمنحنى الثانى هی : ص | = )١-(‏ × (س -.) | - 0 المعدلات الزمنية المرتبطة 

ص | = مس أی : س + ص | =. 

> عند النقطة (. ٠‏ | ) : ميل المماس للمنحنى الأول ( ۴٣‏ ) = - | اذا كانت : ص = د( س) › س تتغير تبعا لتغير الزمن رہ 


فان : ص تتغير أيضاً تبعاً لتغير الزمن رہ 


> ميل المماس للمنحنی الثانى ۲ ) = | ۱ ۲ 5 ۳۵ 
اى أن : ص داله الداله فى الزمن رہ و یکون : 








» گے سج بر ۳ كدب | 2 l=‏ . المنحنيان يتقاطعان على التعامد » 
TT‏ و _ غ سج کہ 

معادله المماس تلمنحنی الاول هى : ص + | = ( ۔إ) × ( مس -۰) ۶ رم ۶س ع مه 
٠‏ = سب ۱ ۷ حت و 7 0 چ“ چ #* ¥ 

ا ل لاد لا و تربط هذه العلاقة المعدل الزمنى لتغير س ( ع بن 
معادئه المماس تلمنحنی الثانی هی : ص + | = | × رس - ۰ ) ع یه 

۶ یب * بر ٭ 
٠‏ ص + | = س ای : من - ص | =. 3 بالمعدل الزمنى لتغير ص ( س 
لے ملاحظات : 





() إذا کان المتغير يتزايد بتزاید الزمن فان المعدل يكون موجباً 
(0) إذا کان المتغير يتناقص بتزايد الزمن فان المعدل يكون سالباً 
(۳) بعض الأفعال التى تدل على أن المعدل موجباً : 
يتزايد ء يبتعد ء يتمدد ء يصب › يتراكم › 
)٤(‏ بعض الأفعال التى تدل على أن المعدل سالباً : 
يتناقص » يقترب › ينكمش ۰ یتسرب » ينصهر » .... 
(0) إذا كانت : سس القيمة الابتدائية للمتغير س عند ( مله = ۰ ) 
> س معدل تغير س بالنسبة للزمن رہ . س قيمة المتغير 
بعد س زمن رہ فان : س = س + خط × رہ 














۳ 


لا تر للرياضيات أحمد نلو ری الزفاضل ۱ التکامل ۳ ) نانوی 
خطوات حل مسائل المعدلات الزمنية : نفرض أن : طول حرف المكعب = ل .. مساحة سطحه ( ) =1 ل' 
(۱) تحدید المعطی و المطلوب مع الرسم ان أمكن > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج + ےگ = ۱۲ ل 6 


یجاد علاقة رياضية تربط بين المتغیرات 
© 4 وب تربط بين المتغیرات ۰ ۰۷۲ = ۱۳ ل xX‏ ٣ب‏ و منها : ل = ۳ سم 
۳) اشتقاة العلاقة بالنسبة للزمن 
0( شی لز > حجم المكعب رع ) = ل E‏ 
)٤(‏ التعويض بالمعطى لإيجاد المطلوب 3 

بب کک سے ۳ × ۹ × ام = 05,. سم" /د 

ملاحظات ٠‏ 
(۱) العلاقة الرياضية التی تربط بين المتغيرات قد تكون : 

محيط أو مساحة شكل هندسی » المساحة الجانبية أو الكلية أو #جابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۲۶ 

حجم مجسم ء تناسب اضلاع مثلثين متشابهين › - 3 يرتكز على أرض آفقية بطرفه العلوى و طرفه العلوى على حائط رأسى 
(۲) العلاقة الرياضية قد تربط بين أكثر من متغيرين إذا آنزلق الطرف السفلى مبتعدا عن الحائط بمعدل .۳ سم / ث 
أوجد معدل انزلاق الطرف العلوى عندما يكون قياس الزاوية بين السلم 
و الأرض تساوى ج 7 


. حچم المکعب یتزاید بمعدل 0 سم" 37 





إجابة تعبیر شفهی صفحه ۲۲ 
أى المعدلات التالية یکون موجباً 7 






( تمدد - انكماش - اقتراب - تباعد - صب تسرب - انصهار الحل 
- تراکم - تناقص - تزاید ) نفرض أن : المسافة بين الطرف العلوى للسلم و الآرض = ص 
الا > المسافة بين الطرف السفلی للسلم و الحانط الرأسی = س 
المعدلات الموجبة هی : ( تمدد - تباعد - صب - تراکم - تزايد ) > طول السلم = ل سم حیث : ل ديت 
أما المعدلات ( انكماش - اقتراب - تسرب - انصهار - تناقص ) ٠‏ قياس الزاوية بين السلم و الارض = 0 چ بن 
فهى : تناقصية أى : سالبة “. عندما : 0 = 2ع فان : ص = ا ط س " المثلث ثلاثينى ستينى " 
إجابة حاول أن تحل () صفحة ۲۳ “. من هندسة الشكل : س" + ص' - ل" ۰ بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
۰ + ۶ ۱ 
مكعب يتمدد بالحرارة فيزداد طول حرفه بمعدل ۲.,. سم /د . و تزداد ] س مر + ع ص جرد . اء عندما : 0 = 77 
۲ ۲ ۱ : عءص _ 
مساحة سطحه فى لحظة ما بمعدل ۰,۷۲ سم" / د > أوجد : ل ٣‏ سس x‏ .۳ + ۲ ايأ ل س جا سے . 
8 ¥ ¥ جه ¥ ¥ ۰ ۶ص 0 
طول حرف المکعب فى هذه اللحظه و معدل الزیادة فى حجمه حینند و منها : عم = .| ا۳ سم /ث 


الح ای أن : الطرف العلوی ینزلق لأسفل بمعدل .۱ م۳ سم /ث 









آ دہ 








المتمیز تلریاضیات احمد التتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
اجابة تفکیر ناقد صفحة ۲۶ اجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۲۵ 
انطلق صاروخ کتلته .۱0 طناً و كان ینفث الوقود بمعدل .۲ کجم / ث ماسورة میاه طرفاها م . ب . و طولها م امتار ء تستند بطرفها ۲ على 
اوجد کتلة الصاروخ بعد ۳۰ ثانية من لحظة اطلاقع ارض أفقية و باحدی نقطها ء على سور رأسی ارتفاعه ۳ أمتارء فاذا 
5 0 ۱ 7 5 انزلق الطرف ١‏ مبتعداً عن السور بمعدل + متر /د 

تلك ١‏ 7 التهائيه ۸ ۰ تائیه فاث ٠‏ 5 589 

روخ اتهثیه رل ۶ ونم > یه ۰" ای أوجد معدل هبوط الطرف ب عندما تصل إلى حافة السو 

ل = ,۱۵ × میا +( ۳۰ ( × ۳۰ = |٥0...‏ - 1.۰ = ...9 کچم = ٩‏ طن الحذ ب 
1 ۰ مش ہس ۶ 
إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۲۵ ل ےو اا ہب جدت 3 1 
جسم معدنى على شكل متوازى مستطيلات قاعدته مربعة الشكل طول i 3 rere‏ +4 0 

۰ 57 7 9 > بالاشتقاق بالنسبة للزمن ینتج : 

ضلعها یتزاید بمعدل | سم /د ء و ارتفاعه یتناقص بمعدل ۲ سم / د چ ؛ اتیب وت م ی ٭ ح 
اوجد معدل تزاید حجمه عندما یکون طول ضلع قاعدته 0 سم › عنم ١١‏ لا ۶ ره 

عندما تصل الماسورة إلى حافة السور ( تکون ب عند ء ) فان : ف - ۵ 7 


و ارتفاعه ۰ سم ؛ 
بعد كم دقيقة يتوقف تغير حجم متوازی المستطيلات عن الزيادة 


*. من () : ص ك وع ۲۰ م لد دعم ير ع ير 2 3/۳۱ 


الحأ > من هندسة الشکل : ۸ ۲ب حہ رم ۸ ءاه 
بفرض أن : طول ضلع قاعدة متوازى المستطيلات = س . ارتفاعه = ص › ا ف ےا و منها : ف بس =| 
حجمه = ع بعد زمن قدره رہ ثنیه حیث : س ۰ ص .۰ م دوال فى الزمن 6-0 ._.۔۔۔دے'۔ و عفر 
»> بالاشتقا بالنسبه رم ينتج ۰ ف کے ب ل سے م" 
۰ سس = 0 ٣‏ نه ؛.. ص = ۲۰ - ]انم 9 للزمن بج ۶ نه “مااع 
۳ سل - ۰ ۶ ۳ ا 
مع = س' × ص = (0 + رم) ( ۴۰ ٢ب‏ ) ٠‏ © ےرہ + ۳۲ ير | ح , سر ے سس ہدج نے 
= .0 + .ایهم - یم" » بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : أى أن : الطرف ب يهبط بمعدل 2 م /د عندما تصل الماسورة إلى حافة السور 
عع ۲ ۱ 5 
عن > ۱۵ ٦یہ‏ و عخدما: سس = ۵ ؛ ص = ۲٠‏ فان : مد ٠‏ | إجابة حاول أن تحل (0) صفحة ۲1 
Ce,‏ ۴ 1 ا ۲ 
عم < ۱۵۰ KY‏ ,۱۵ سم ات ( ب ح مثلث قائم الزاوية فى ح . مساحته ثابتة و تساوی ۴١‏ سم" 
١ 5‏ ےم ۳ 5 + ۳۹ / ا 5 
بعس ي فان : 1١0.‏ ٦1٦رہ‏ <- . و منها : رم < 0 ادا كان معدل تغير ب يساوى | سم / ث فاوجد معدل تغير كل من 
س9س ےت ۹ 0 ۱ / 5 ۱ / 
أى أن : يتوقف تغير حجم متوازى المستطيلات بعد 0 ث م . ىه(<2) عند اللحظة التی يكون فيها ب يساوى ۸ سم 
۳۳ 


اد الشنتورى از النتننتومی 





ا 








الح ب 
/ 
مساحة المثلث « ب ۱ 
و / 7 / 
۰ = ج م ب ص۰ = ۲ ب )۱( 
/ ۰ عد 
و عندما : ب = ۸ سم فان : ١‏ 8 
1 پڑ مر مر ۳ - ۳۹ ۳ 
٠ CSS 7‏ باشتقاق (ا) بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
0 
/ ۶ 3 
أ ع8 + با عل د . ۰× + x۸‏ عل 
١‏ 
+ ۶۶ 
و منها : ےر = - 0 سم /ث 
۲ 
, طا م - سل . بالاشتقاق (ا) بالنسبة للزمن دم ينتج : 
نا 
١‏ / / / 
پ" عل _م ۶ب 
قا ۱ ام -_ے ۰ ء۶ نہ - ۶ یہ 
KG‏ عم - ۸ <(- ۰,۷۵) 1 | ١‏ 5 عم uy‏ 
تچ یا یچ یچچ ریپ سر ع ۲۳ 


إجابة تفكير ناقد صفحة ۲1 


إذا كان س ( قياس زاوية بالتقدير الدائرى ) يتزايد بمعدل زمنى ثابت 
فسر لماذ! ؟ ٠‏ 


(0) يتزايد الجيب و الظل بنفس المعدل عندما س 


(ب) يتزايد الظل بمعدل 8 مرات قدر تزايد الجيب عندما س - 


١ 
TF 


(ح) یتناقص جيب التمام بمعدل 7 مرة قدر تزاید الظل عندما سنس 7 








6۹ التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 
بي اس = حا سی تچ 
(0) عندما =. 
فان لع حاس = حتا. × کک | ہر گند 
کہ طا مس = قا . × ی = | u‏ 
عد حا س سكب طا س أى أن 
يتزايد الجيب و الظل بنفس المعدل عندما س = . 
س =[ 
حا س = حتا ری رہ 
كح حا س 
= قا 2م × مد = و بر کس 
0 = ۸ حاس ای آن . 
يتزايد الظل بمعدل ۸ مرات قدر تزايد الجيب عندما س = 72 
(ح) عندما : سس = 2 7۲ 
فإن ع حتا ين - حا ع اند ا بط 
+ کی یس و رتك وي 
یپ يي طا سر 
اش حتا بن < - م کہ طا س أى أن : 


۶ 
“. یتناقص جيب التمام بمعدل 2 مرة قدر تزاید الظل عندما س = 2 7 









بس _ے مز سچسسچظ کم 














المتميز للریاضیات أحمد الشتتورى التفاضل و التكامل (۳)_ثانوی 
إجابة حاول أن تحل )٦(‏ صفحة ۲۷ حل تمارين (۱ - 0 ) صفحة ۲۷ بالكتاب المدرسى 
فى المثال السابق " فى دائرة كهربية مغلقة إذا كان ج فرق الجهد ۱ ۱ ۱ 
(فولت ) ء ت شدة التيار ( أمبير ) ۰ المقاومة ( أوم ) ء و اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
تزايد فرق الجهد بمعدل ۱ فولت / ث » و تناقصت شدة التيار أمبير () ادا زاد طول نصف قطر دائرة بمعدل ك5 سم / ث 
+ أمبير/ ث ٠‏ أوجد معدل المقاومة فى اللحظة التی يكون فيها : فان : محيط الدائرة يزيد عند هذه اللحظة بمعدل .... سم / ث 
ج = ۱۳ فولت ء ت = ۲ آمبیر " (( + (ب) 1 (ح) ‏ (۶) ۸ 
آحسب معدل المقاومة إذا كانت شدة التیار تتزاید بمعدل + آمبیر / ث (۲) ینصهر مکعب من الثلج محتفظاً بشکله بمعدل | سم" / ث فان : 
الحل * معدل تغیر طول حرف المکعب عندما یکون حجمه ۸ سم" هو : 
ج < ت × ۲ , باشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 3 .... سم | ث 
عه ان پر عل رم رعت ۱ ۱ ۱ ۱ 
3 5 ف ۲ 3 () دجم TT‏ (ح) - +  )۶(‏ 
Ea 5‏ 5 5 
| ے ٢‏ × مت + 1 يا بى | < ۲ ۲ ہے + ۲ (۳) جسم يتحرك على المنحنی : ص' = مس" ء إذا کان : 
ہ ع رع - -] ۴ بت 3ڈ 
3 ع ناه ۲ + 
ند = + وحدة / ث عند ص = - | فان : 
ع ی 
۽ ص 





خد عند هذه اللحظة یساوی .... وحدة / ث 


 )۶( mM ۶ - م)‎ - 0 

(5) إذا کان ميل المماس للمنحنی :ص = د (بس ) عند نقطة ما = + 
و كان الاحداتی السینی لهذه النقطة بتناقص بمعدل ۳ وحدات / ث 
فان : معدل تغير احدائیها الصادی یساوی ... وحدة / 
(أ( - + (ب)-چ )ج 9 

الح 

() نفرض أن : طول نصف قطر الدائرة = ش, . محيطها = 


At (0 


۳۵ 





المتميز تلریاضیات 
nr =‏ > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج 
٠‏ کے ےر Ê‏ مج 3p kx‏ 
*. محيط الدائرة يزيد بمعدل ۸ سم / ث 

0) نفرض أن : طول حرف المكعب = ل . حجمه (ع) = ل' 

ع عد عه ۶۶ 

(1) بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج عع م من‎ ٠ 
| سم : ۲-۵ سم ۰ ككا- -مم؟‎ ۸ 2 ۰ 
وھا س چ‎ 
طول حرف المكعب يتناقص بمعدل ل سم / ث‎ 

(۳) ۰ ص" = بى' ص = | فان : س د | ای أن بن =| 
> بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : ۰ ۲ ص لك = سس لد 
.ع ۷( -۱) مد ساس ير يا و منها : كمد = + وحدة 
۰ ۶ وص عضصِ _ ےس ۱۳ 

(۶) " عس ‏ عله ۶ رہ کو کہ وی 7 ۳ 

و منها : لد - - ۶ وحدة / ث 
٤‏ وحدة / ث 


“. الاحداثى الصادی یتنافص بمعدل - 
(0) تتحرك نقطه على منحنی معادلته : 
س" +ص'۔ وس +۲ ص 13 
احدائیها السینی بالنسبة للزمن عند النقطة ( 

۰ آوجد معدل تعیر 


= . فاذا كان معدل تغير 
٣‏ | ) يساوى 


5 وحدات / ث 
الح 


۳ ۳ 
× سس لاض وس +۲ ص - 1 = 


احدائیها الصادی بالنسبة للزمن 


. بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 






أحمد الشنتورى التفاضل و التکامل ( ۳ ) ثانوى 
۲ س گا + ۲ ص ص عص _ ع ند + م جرد - 
٠ ٠‏ عند النقطة ( ۰۳ ۱) لد = ع وحدات / ث 
,۵ ۳ ۶ ل بر و + 6 ۶ | کب - ۶ ۰« ع + ۲ پر لد 5 
و منها : كد  -‏ ۸.. . لاحدائی الصادی یتناقص بمعدل ۸,. وحدة / ث 
(7) سقط حجر فى بحيرة ساکنه فتولدت موجه دائرية یتزاید طول نصف 
قطرها بمعدل 5 سم / ث › آوجد معدل تزاید مساحة سطح الموجة 


فى نهاية 0 ثوان 
الحل 
8 بفرض أن : طول نصف قطر الموجة = شض » مساحة سطحها - 








ام - ری . بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
عك دمج فى ۶لم »> بعد : 0 وان فان : 
ت فى = فى يك × رہ -. بو دوع سم 
سك < ۲ × ٣۰‏ × £ = 7۲۱ سم /ث 
أى أن : مساحة سطح الموجة تتزايد بمعدل .7173 سم" / اث 


(۷) صفيحة على شكل سداسى منتظم تنكمش بالبرودة » وجد أن معدل 
تغير طول ضلعها ا,. سم / ث ٠‏ أوجد معدل التغير فى مساحة 
الصفيحة عندما يكون طول ضلعها 

الحأ 

بفرض أن : طول ضلع الصفيحة = ل 
> .۰ الصفيحة على شكل سداسی منتظم 


. بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
5-5 


»> مساحة سطحها = م 
م را ل 
ديام “اول 


سم / ت 


ء ل 
ع ره 


جک - 


۶ نه 


ون = - اوه 


»> عندما ٠‏ ۰ سم > 





المتمرز تلریاضیات 























احمد الننننتومی التفاضل و التعامل ( ۳) نانوی 
غك = كيام باع (ql) xl x‏ =- ۳ ما ۳ بفرض أن : طول نصف قطر البالون = ۰ہ . حجمه = ع 
و ١‏ ۱ 1 > مساحة السطح الخارجى = م 
ای أن : مساحة الصفيحة تتناقص بمعدل ۳ ما ۳ سم /ث > .۰ البالون کری الشکل ع لش براض" 
۰ الثم ۳ 
كتلة مه من غاز د ارتها ثابتة انقص حجمها بمعد ۰ 
ااا او ا ا) ۱ . بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج ۽ جك د جر رس نی" ۶لد 
ثابت قدره ٢‏ سم" ث » فإذا گان الضغط يتناسب عكسيا مع ۱ 27 
۱ ۲ 0 اث لیر = .| سم 3 کت سے -.۲ سم / ث 
الحجم و أن الضغط يعادل ...۱ ث جم سم عندما يكون الحجم ع فى 7 ۱ 
۳ 3 7 ث- ۰ سے كي چو × ۳× ٠٥‏ * على و منها : حت = حك سم / ث 
۰ سم > اوجد معدل تغير الضغط بالنسبه ٹلزمن عندما يصبح کت T°‏ 
5 ای أن : طول نصف قطر البالون یتناقص بمعدل + سم / ث 
الغاز .. 
اف ` سے م < 71 فش . بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
a ۶‏ و ۶ لله 1 # 
بفرض أن : الضغط = ضص > الحجم = م ۰ ض ود ی کب - پر ۶ق 4 کید جج ۳ وی ہے ےت ننم رت 
۰ _ لمع الى انث 8 ع كل ا ۲ # 
پت ار ہے 2 ود ⁄# . ۰ عنم = ۸ ۶7۲ xf. x<‏ کڪ ہے و سم / ت 
؛ 0 ص = ۰ ث جم / سم Ce‏ = .0] سم أى أن : مساحة السطح الخارچی للبالون تتناقص بمعدل 5 سم" / ث 
زه کون . 5 ۾„ _۔ _ ۲0۰۰۰۰ ۳ 5 ۰ ۱ ۲ 1 
١‏ - يمع و منها : لى = ۲0.۰.۰۰ 20 (۱۰) سلم طوله 0 أمتار يرتكز بطرفه العلوی على حانط راسى و بطرفه 
. بالاشتقاق بالشبة لازمن ہے کے کھت 30-۰ بعك السفلى على ارض أفقية ء إذا تحرك الطرف السفلی مبتعدا عن 
اعم ٤.‏ الحانط بمعدل 5 سم /د عندما یکون الطرف العلوی على ارتفاع 
»> عندما ے۱ وه 0 > اه 1 1 + 2 ۱ 
3 غ = اسم ۰ عنم 0-8-1٦"‏ ۱ 5 أمتار » أوجد معدل انزلاق الطرف العلوی للسلم » ثم أوجد معدل 
کک ے ا 5 = سم ث بث هھ 1 5 ۲ ۱ 
ع رہ ہیکت × (۲۱) < .0 تچم/سم / تغير قياس الزاوية بين السلم و الأرض عند هذه اللحظة 
ای أن : الضغط يتزايد بمعدل .0 ث جم / سم  "‏ ث الح 
1 89 ۱ سے نفرض أن : المسافة بين الطرف العلوى للسلم و الآرض - ص 
(9) يتسرب الغاز من بالون كرى بمعدل .۲ سم /ث ء اوجد معدل > المسافة بين الطرف السفلی للسلم و الحائط الرأسى 
تغير طول نصف قطر البالون فى اللحظة التى يكون فيها طول ل من هندسة الشكل ۰ س' + ص = ۴۵۰.۰۰ ۱( 
نصف قطر ه ۰ سم > ثم اوجد معدل تغير مساحة السطح الخارج > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 


۳۷ 





أا الننننتومی أحمد و ۶۶" أهمو القنتم» 





المتميز للرياضيات احمد 
+ من () :رس = ۳.۰ سم ۰ 0 رد = و سم/د 
“ا xP‏ ی ير ع باع ير ليع E‏ ۔, و منها : مد < ٣‏ سم/د 


أى أن : الطرف العلوى ينزلق لأسفل بمعدل ۳ سم/د 
و بفرض أن : 0 قياس الزاوية بين السلم و الأرض 

e . 03 ۷ ۰ ٠ 0‏ مر کہ ذهو ۰ ¥ ۳ چ عو 
“. من هندسة الشكل : حا( = .م > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 














تتننتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 





۳ 


(10) يسير رجل طوله .۱۸ سم مبتعداً عن قاعدة مصباح ارتفاعه ۳ أمتار 


بمعدل ۳۱,۲ / ث . أوجد معدل تغير طول ظل الرجل . و إذا كان 
المستقيم المار بأعلى نقطة من رأس الرجل و قمة المصباح يميل 
على الأرض بزاوية 0 " عندما يبعد الرجل عن قاعدة المصباح 

بمسافة قدرها سس متراً فأثبت أن : س = 23 طتا0 › ثم أوجد 





5 ع0 _ اأ ۽ ص بر 5 جج عو ` 9 
۶ ہے كج اہ معدل تغير 0 عندما يبعد الرجل مسافه ۳,۱ متر عن قاعدة المصباح 
» عندما : ص = .2 سم فان : حتا 0 = ٣‏ 5 ت = ۳ سماد ہے ۱ 5 
ع0 ١‏ 5 ع0 ۶ 1 i‏ . نفرض أن : طول ظل الرجل = ص : 
ہے × عر = كج ۳-۰ و منها : ع = - لہ /د ای أن : المسافة التى يتحركها الرجل مبتعداً عن قاعدة المصباح - س 5 
قياس الزاوية بين السلم و الأرض يتناقص بمعدل اب زاوية نصف قطرية / د 1 > من هندسة الشکل : ۸ ب ح ہہ ۸ ۶ب اه یی 
بي جه 0 ۲ 7 پر مه ١ك‏ 8 » ۰ ۰ بسن + ص  _‏ ۳ - هه ۲ 
(۱۱) يرتقع بالون راسيا لاعلى من نقطة ۲ على سطح الارض ٠‏ وضع ١‏ لح = 7 = ۾ و منها : ب ۳ م 
جهاز لتتبع حركة البالون عند نقطة ب فى نفس المستوى الأفقى ٣س‏ + ۳٣ص‏ = و ص 
للنطقة ( و على بعد ..] متر منها ء عند لحظة ما رصد الجهاز ٠‏ ۳س = ٣ص‏ »ء بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
جه + ¥ سیر _ ۶ یز ثدما سور - فا ٠.‏ 
زاوية ارتفاع البالون فوجدها + 7 و تتزايد بمعدل ۴|,. /د عم > اعنم و عم ونم > اا فن : 
٣ ۲ 96 : ۱‏ ۴ا - ۲ e‏ .. مد < ۱۸ء اٹ 
اوجد معدل ارتفاع البالون هده اللحظة : £ ع یہ : 
وج رتفاع البالون فى ۱ 8 ۱ 
الحا ای أن : طول ظل الرجل یتزاید بمعدل ۱,۸ ۳ /ث 
وه ھ 1 # جه 8 e 21 ٠‏ ۳ 
نفرض أن : ارتفاع البالون عن الارض = ص > من هندسه الشکل : طا0 < ربص ۱ 
”. من هندسة الشكل : طاق سے . زبس + ص )طاق = ۳ نے٠‏ ۳ سس = ۲ ص ای : ص = ۶ بن 
٠‏ بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : . زبس + لظ س )طاق 5 :. + س طاق = ۳ 
ہس ہے 6۵۶ 
گا 0 ےہ کے مک ۱م ےھ س طاه = ے “. س = + طتا0 
: ت ل ۱ 0۶ نے 0 فار ٠‏ # مرک زی ہو ث et‏ ۰ ںا 
عندما 60 = +2 » عي = اا اد فان : > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : مسد = ج × _ قتاأم 8 
۲٦‏ ۳ 
قا + × كل ہے لدي 5ه & ابو كلمع له« + و عندما قد = ۲ »> ببس = ۳,۲ 
و منها : 0۶_ = 2۸ م/د ای أن : البالون يرتفع بمعدل /5 ٣‏ /د 





ا 


فان : ۳,1 طاق = + ومنها :طاق = + را٠‏ ۱ 
۲ = »شع چ ۳ 
و منها : گے ار ٴ/ٹ 


ای أن : 0 تتناقص بمعدل |,. زاوية نصف قطرية / د 

(۱۳) مثلث متساوی الساقين طول قاعدته ۰ ,۱ ۳ سم > إذا كان طول 
کل من ساقیه یتناقص بمعدل ۳ سم /ساعة . فأوجد معدل تناقص 
مساحة سطح المتلث عند اللحظة التی یکون فیها طول کل من 


الساقين مساویاً لطول القاعدة 


الح 
a‏ 


نفرض أن : طول كل من ساقى المثلث = س 
ارتفاع المثلث = ص ۰ مساحة المثلث = رہ 


من هندسة الشكل : ص ..۳ 





1 
= سے گا ہے 


أى أن : ص - (س' ‏ .۳ ) 


© م سے لي مام اس المع 
> بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 


۱ (س'؟ 00 


ون 


گرگ = ۳۷۷ × چ(س -.۳) × مس سد 
= .ما ۳ من (س؟ ۳ ع 

و عندما : س = ۳۱,۸۲۰ ؛ ل _ ۳ 

9 گرگ = 1یا ۳ عد ۷۸۲۰ ۳ (۱۳.۰ - .۳ ) × رجهم 


۰۰ × ج × ( ۳ ) = 


أى أن مساحة المثلث تتناقص بمعدل ٩.‏ سم" / ساعة 








۳ 


أحمد الششتت التفاضل و التكامل ( " ) ثانوى 
حل تمارين عامة صفحة ۰ بالکتاب المدرسى 
أختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
/ 
ص (+ 7 ) يساوى . 


۰ سے ۰ 
() إذا كان : ص = ع قا س فان : 


(0 - ۸ (ب) صفر (ح) ۷۶ ۲ (۶) ۱۱ 
(۲) إذا كان : ص = حا۲س حتا۲ سس فان : ص" (22 ) بساوی . 
(م) - ٤‏ (ب) صفر (ح) ۷۶ ۲ (ع) ۸ 


8 (۳) تتحرك نقطة على المنحنی : اس ص" - ٢1ء‏ عند النقطة 
د (۰۳ ۲) يكون : لد يساوى . 
(0 - ۶ (ب) - < (ح) - ۽ 
() إذا كان : ص = ۲ رم" + ۷ .ما ع = ید" - ع فان : 
معدل تغير ص بالنسبة إلى ع یساوی . 
(0) ۲ نہ (ب) ۳ نہ (ح) 1 (۶) ۱۲ 
(0) یتزاید طول نصف قطر دانرة بمعدل ۲ سم / د و مساحتها بمعدل 
۰ سم" / د فان : طول نصف قطرها عند هذه اللحظة 





۳٢ )۶( 





یساوی .... سم 
6 + ج) 0 (ح) .۱ (۶) ۲۰ 
الح 
)ع( 5 ص = ع قاس . ص - ۸ قا س طاس 
> ص ری = ۸ق r+‏ طالجع ۳۰۸۵ ۱۱-۱ 


5 











مق" 
(ع) :: ص = حا ] س حتا ] س = ج × (۲ حا ٣‏ س حتا ۲ س ) 0 
/ 
= ل حاوس  .‏ ..ص = + × 5 حتاع س = ۲ حتاع س (ب) ۰ 
/ 
٠‏ ص ح ۲ × ( - 2 جاع بن ) = م حاء٤ٴس‏ 
/ 
ص 24(9) = - ۸ حایم --۸ء لك د و را 
(۳) .۰ س ص" = ۴| “. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
ص" +ع س ص عض د کی 
ثد النقطة ۶ ی ٦‏ 
رم ام ک٣‏ +۷ أن عد دوسا 5 
3 ہم بے 
رو E‏ ہر ون 
عص _ عص _ ۶ 1ه 
کے و د e‏ عنم ۶ رم = ألم 
(0) بفرض أن : طول نصف قطر الجائرى = لہ ۰ مساحة سطحها = م 
ہے = عر نی ". بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
= رق e‏ ۰ 71 < 71۲ ش×8 و منها : بی = 0 سم 7 


۱ ع ص لاغ »ان ۲ 
)١(‏ اوجد توس ادا كانت ص تساوی : 


۳ ۳ 
(ب) ,اس + قامس 


(۶) ۲ حتا ( س + ۱ ) 
(و) قا ۲ س طا ۲ بسن 


() س + طتا ]سن 
(ح) ۲ س - م حتا زج بن )' 
(ه) طا س طا س 

الحا 


(حم ۰ 


(ه) ۰ 





التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


: 


ض٢‏ 
| - ۲ فتا ۲ س 


| ٦ 
0 


بن + قفا وس 


= + سس + قامس طاوس ×0 


۱ ۲ 
- للخل + ۵ فا هو س قا 0 
۳ اس 000007 
۱ 
۲ س - 0 حتا(7 س ) = ۲بس - 0 حتا ع س' 
۳ 
= 0-۴ × ( - حا( س) ) × 7۳ بن 
۳ 
= ۳ + ۷ 7" س حا( س) 
۳ 
٢‏ حتا(7 س + ۱) 
= ۲ × ۲ حتا(7 من + | )×( - حارم من + | )) ۲ 726 
= ۔ ٣‏ 7 × ۲ جارعم من + | )حتا(7 سن + ۱) 
= - ۲ 7 حا7(۲ س + ۱) 


طاس طتاس - ۱ ۶ص - 
فا بس ط٢س‏ 


۲ يبد 
= قاع س × طا ۲ س × م + طاع س × فا٣‏ س طاع ين × ۲ 


5 ۳ ۲ 
]قاع س طا ٢‏ س + ۲ قا ۲ س طاحم س 


۲٢ ۳ 0‏ 
۲ قا ۲ س ( طا ٣‏ س + قا ۲ بس) 


5 ۲ 0 
٣ثا‏ ۲ س ( فا ۲ بس | + فا ۲ س) 


عيبيو ار 
فا ۲ س ( ۲ شا ۲ س - |ا) 





آ دہ 






المتميز للریاضیات أحمد القننتومی التفاضل و التكامل (۳) ثانوى 
(۷) فى الشكل المقابل : ۲ نقطة تتحرك فى المستوى › الحل 


ات ۱ 
٠ب‏ مماس للدائرة ج عند ب › ٣‏ بن ۹ص ص د=. 

















۱ 1 5 مرا £ _ ہسں 
وم = س + بی حيث : س طول وم : وين - س6ص 
كفنا ور الدائرة ۱ ۲ (ب ) ئن ص - ۷ = ٠‏ .اس + ۳٩‏ ص' ص . 
(() اثبت ان : مس < شیم ( ثتا6 -۱) و منها . عضن _ -6سسن 
0 جه ٠‏ سس ۲ 
(ب) آوجد معدل تغير س بالنسبة إلى 0 ۱ ۳ 
+ ۔ ۲ + ۲ = ئ ۱2 
عندما : © = ۲ (ح) بن مسن ص فک 
الحل ہہ ۲ سن د ان ب ٢‏ ہن سن 2۳ من صن سم 
© ۴ 9 __ بخ ےس می .٣ص‏ .ضس و منها . ج6 22ے ت ف 
() ٠٤ب‏ مماس للدائرة ‏ مب نصف قطر فى الدائرة .. اب 1 مب 3 ۱ ۱ + عوس س - ۲ص 
.قتاع اک ہے وحمل > ی قتا = فی + سس سی اللي وید یس ا 
ا رت م (س ۳ +۲ (ص +۲ ) ص د=. 
“.ا س, قتا 0 - لور = س و منها : س = يم ( تا 0 )٠-‏ و منها . عن ے ۷ - مب 
و بالاشتقاق بالنسبة إلى 0 ينتج : مد = شض ( - فتاه طتا0 ) ہف ۰ فک 7 
(ب) عندما : 0 = +7 فان : عد - - لیم قتا + 7 طتا + 7 Ee‏ اس .<< EE‏ ا 
۶ 0 فى . ۶ص _ ص + حتاسن_ 
ددن × ع درا ۳ = عنام فى و منها : ویس - س 
١ 7‏ 
7 5 5 7 (و) ۰" حاس حتا ص = > 
(۸) أوجد ك فی أبسط صورة لكل من : ۱ ۱ 
۱ ۰ ۰ ختاس حتاص + حاس × ( -حاص )ص ح . 
(۲) من ۳ص +۹ < . ہی . ع وص _ حتاس حقاص. ے طتا بن طة 
۲ ۳ و رين ۔ لاعن دا - طتا س طتا ص 
(ب) 0 س + ۱۲ص - ۷ < . ۱ 7 01" 
۱ ۱ (9) (() أوجد معدل تغير ( س +۳ ) (س - ۲ ) بالنسبة إلى 
(ح) س - ۲ بس ص + ۲ص =| 59 
۲ ۹ سس ۳ ۱ 
(۶) رس - ۳ ) + رص + ۲) < م] (ب) إذا كانت : د(س) = سک »م (س) = اس 
ه) س ص + حاس = 0 5 3 ۰ 
7 ۱ آوجد چن [ رده م)(س) ] عند : س= - ۲ 
(و) حا س حتاص = ۽ 


الحأ 
ا٤‏ 


ا الشنتورى أحمد ااا أهمو القنتم» 
1 





المتميز تلریاضیات 


(() نضع : ص او ۰ اانا بس قر 





٠‏ ۶ص = ۳ سس - 0 ےت مہ 
عع 8 إل ع الاو کا نے اس با _ 0 
2 (س +ع ) (س +۲) 
۱ 
_ عص عص عت رس +۲) 
رع = وس + وين < ]س - 0 ) × 6 


= ل ( ۴ س -۵) (س + )6 
(ب) نفرض أن : ص = [ ( دہ )(س)] -د[س سس ] 


۲ 0 
ميم مد امن نس ةد 
کے دع »از )و( سين  )|+‏ عراس 
4 د 
عند : سس = - ۲ فان : غ = 1× (-0) کب چ 


() (() إذا كانت : ص ٢>‏ س + 0 أثبت أن : 


(] س + ۵( عسي + س عصر - . 
ع بن ء بى' 
(ب) اذا كانت : س ص = حا م بن أثبت أن : 


بن عاد + ع عد +م س ص = : 


ع بن 
(ح) اذا كانت + ص = (حتا سس + ب حاس!" أثبت أن : 
۳ ۳ 
بن ع ید سب + ٤‏ س ص < . 
ع بن 
الح 


۳3 


< ,۱ ۲ مس + 0 = (۲ س + ۵ ) 





. الطرف الأيمن = ( ۴س + 0 )× ۳( ]س - 0 ) u‏ 


٠‏ ہس ص = حام بن 
ص + بس ص = حتا سس 

/ / 4 
ص + ص + من ص = ( ءا - م حامس 





التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


+ (۲ بس + 0۵) ۷ ۲ = (۲ بس + ۵) 


رت 
جِ 


f‏ سن 
= روسن 0( ۲۷ = -(۲س - 0) 


٭ہ]ہ 


(O س۳ رحس‎ =F x (0 wf) 2 = x = 


ات 


0 


×× -(۲س -۵) ۲ 


= ۳( ۲ س - 0 ) ۱ ۔ ۲(۳س دهع ` 


/ / ۲ 
ث٢‏ ص + من ص = ۲ جام مين ا ۰ . من ص = حالس 


/ ۷ ۲ 1 
ث٢‏ ص + من ص = - ۲ سص و منها : 





ع ص 1 
+ ۲ ججی- +( س‌ص = 


ہے م حتا س" + ب کا 


۳ ۳ 
۔ إاحاس × ۲ س + ب ختاس × ۲ من 


۳ ۳ 
٣ <‏ بس كاين + ۲ب س حتاس 


.. ص = ۲( حاس ۲۰ س حتاس" × ۲٢س‏ + ع ب حتاس" 


+ عب ين × ( جاين ) ×٢س‏ 


۔ 8م حاس" عم س'حتاس' + ع ب حتاس" 


-۔ وب س حاس" بالضرب ا مس ينتج ترتيب الحدود : 


وم 


“. بالاشتقاق مرتین بالنسبة إلى س ينتج : 








// 
ہی من = (- ع س حاس' + ع ب س حتاس" ) 
- وس ((حتاس + ب حاس" ) 
/ ۳ // / ۳ 
RBG.‏ ہن حجن ہے TG‏ سن کل سا 
ام أ عا ص ۶ ی ۴ 
ای ان : سس ۲ ع بن + 2 س ص < .۰ 
ع سر 
(۱۱) آوجد معادلتی المماس و العمودی للمنحنیات التالية عند النقط المعطاة : 


)۳( بن س ص 6٦.‏ + ۲ص" = ۱۳ 


(ب) س حا ] ص = ص حتا ۲ بن 
الحأ 
(P)‏ ۰ من بن ص ا ۳ + ۲ص - ۱۳ 
]ين ب ص ,۳ - س ص ا ۴ + ع ص ص' 
صا ( و ص - سس ما ۴ ) = ص با ۳ ع سس 
و عند (,۷ ۳ ۰ ) فان : 
صا )£ Fx‏ - ۴× كم ) ساسم دا ع امم 
ب ص (۱۳ — ۳) = FUP‏ عا م 


عند ( ۰۳ ۳ ) 


عند ( ۲ ۰ ۲۳ ) 


3 


1 





. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 





۰ ۹ صا = ۳۷ و منها : ميل المماس - ان 
> ميل العمودی = - ۳ ما ۳ 
+ معادلة المماس هى : ص - ۳ as‏ × (بس عاط ) 


أى :عأ ۳ س ۹ ص + م 
_ ۳ ما ۳ <x‏ 7س (۳l)‏ 
ای : ايا ۳ س + ص ]| 


۹ص الام ديا بن _ ۳ 
> معادلة المعمودى هی : ص - ۳ 
ص ۳ = ۳ )ا سم س + ٩‏ 





۳ 


ورى التفامل و التكامل (۳)_ثانوی 


(ب) .۰ من حا۲ ص = ص حتا ] س “. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
جاع ص + ع س حتاع ص ص" = ص حتا۲ س - ۲ ص جاع س 

ص" ( حتاع س - ع س حتا۲ ص )- جاع ص + ع ص جاع س 
و عند 2+١‏ 2 22 ) فان : 


/ 
ص ( حتا 7 - +71 حتا )= حا + 7 حا حر 


12 ص = 7 و منها : ميل المماس - م 
> ميل العمودی = - < 
١‏ “. معادلة المماس هی : ص 2 7 - ۲ « (س - < 7 ) 
. ص ل ج = س - 2 با ای : ۲ س - ص = 
> معادلة المعمودی هی : ص - 2 = - +× (س - +23 ) 
۰ ۲ص - 7 = س + + ای :5 س + ۸ ص ‏ 7۸ = . 


(۱۳۲) أوجد معادلتی المماس و العمودی للمنحنیات التالية عند النقط المعطاة 


40 سن سی + ]یر + ۳ ص = ایر یه + | 


عند رہ = . 
م + 
(ب) س = قا 0 - | . ص = طا عند 0 = سم 
الح 
(() ۰ س = رہ + ]رم + ۳ گنا < م رہ + م 
اص = یم - یر + | ۾ مد = ویر 1 
۲ 
۶۶ - ثبي _.. ۶ م انه 1 ۲ 0 5 ۰.1 
ےہ رہ رب ۰ CE ET‏ يد ل ہج افد 





آ دہ 
أحمد .۰ 7 4 














عند النقطة ( ۳ ۰ ١‏ ) فان : . بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۲ / 
معادله المماس هي : ص | < - ۳ × زوين بط ) ۸ من + ] صص < 
۱ ۱ 7 ےگ 
ص ۱ - ۳ بس ٩+‏ ای : ۳ س + ص .| - . ومنها : صا سا 
> معادلة العمودی هی : ص | = < × (س - ۳ ) ۰ عند النقطه (| ۰ ۶ ) 
۳ — ۰« | 
۰ ۳ ص - ۳ = مس - ۳ ای ہی بن  _‏ ص -, فان : ميل المماس - جو - ! 
١ /‏ عبن 7 > ميل العمودی = | ۱ 
7 = فا = طا ہو ہہ ہے ہے طا فا 
(ب) ۰" س 0 ۱ 0 0 0 0 ف 0 معادلة المماس ھی : 
7 ۽ ۶ ی ۳ 
> "ص = طاق عم - 5 0 ص + 2 = اذا ومن ۱ ) 
وض - ۶ص 2 عبن - قا 0 ۳ ۱ بو ص + 5 = س | اي :س ص - ۵ <- . 
۲ ۷ 
عق 1 ' ۲ طاق قا 0 ۲ طا 0 8 معالة العودى هی : ص + ۾ = دا × (س )١-‏ 
٠‏ 7 ۲ ۱ گ 
و عندما : 0 = - +7 فان : س = طا (- +2 )= )١-(‏ = | ص + ع = ابن + | ای : بن +ص + ۔. 
۰ من کار ۳ 2-0 ۱ بفرض أن : المماس یقطع محور الصادات فی النقطة م (. ۰ لك ) 
5 5 27 5 5 ۰ 0 ۶ هر 5 
“. بالتعویض فى معادله المماس ينتج : لمع - ۵ = . و منها : (م = 6 
»> ميل الممالس - ۳ طا +7 _ تے سے اط ۶ ۳ ٹیا 5 أصادات ه ذف My‏ 
۲ طا(- + ) ای ان : ۱ س يقطع محور ۱ دات فى النقطة م ( ۰۰ - ۵ ) ۰ 
ا سے ۱ بذرض أن : العمودی على المماس یقطع محور الصادا فى النقطه ب( ۰۰ 0) 
ا ال ست ۹ 72 “. بالتعويض فی معادلة العمودی ينتج : ل + ۳ = . و منها: ل  -‏ ۳ 
بد المماس هی : ص + ۱ < - و ہا (س -۱) ای أن : العمودی يقطع محور السينات فی النقطة ب ( . ٠‏ ۳ ) 
۰ ۲ص + ۲ = س + | أى : س + ۲ص + | < . . مب = | م ( طط) | < 0۵-۱ + ۳ | = ۲ وحدة طول 
جا ےھ ۴> ۲ ٠‏ و من الشکل : ارتفاع المثلث المطلوب = | وحدة طول 
ا = سب ای ٠‏ سس سس =` 54 5 
سے تق اب ۲ 000+" 2 3 . مساحة المثلث المطلوب - < × ۲ × |= | وحدة مربعة 
(۱۳) اوجد مساحه المثلث المحدود بمحور الصادات و المماس و العمودی ۱ 7 ۱ 
1 ۲ ۲ دہ ۶ اثبت أن المنحنیین : ص ٩+‏ ص = 1 بن › 
عليه للمنحنی .۰ 5 س + ص ح .۲ عند النقطة (| ۰ -۶ ) 2 ۰ ك0 
س ۔- ٢٣‏ ص - ۳ ہس متقاطعان على التعامد عند نقطه الاصل 
الحل 


الحل 
۳۰ 


۳ ۳ 
“١‏ ۶ ہیں + ص = 
22 
5 5 
احمد التنتتنورى احمد الشنتورى 









المتمیز تلریاضیات احمد للننننتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


((۱) اذا تحرکت نقطة مادية فى خط مستقیم و كانت العلاقة بين المسافة 


۰ ص + ۹ص = ٩‏ س . بالاشتقاق بالنسبة إلى سس ينتج : 

وص ص" + و ص' = 1 . ص ( ع ص" + و) =1 و الزمن هی : ف = عار + ۳ رہ' ‏ 5 حيث ف بالسنتيمترات 
> و عند نقطة الأصل ( . ٠‏ . ) فان : ٩‏ ص - 1 > رہ بالثوانى أوجد معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن فى نهاية 

و منها : ميل المماس للمنحنى الأول (خ ) = + = ۽ ۳ توان 

و سس ع ص سس . بالاشتقاق بالنسبة إلى سس ينتج : بيك 

۲ س اع صا - ۳ ۳ص" ےس ۴ × ف = ارم + ل - 5 . بالاشتقاق بالنسبة إلى رہ ينتج : 

> و عند نقطة الأصل ( . ٠‏ . ) فان : م ص" = س عع د وى + ۹ رہ > عند رہ = ۳ ینتج : 

> ميل المماس للمنحنی الثانی (م ) = - 2 عفد = ۸۱ + ۱۸ = ۹۹ 

۰ ۳ ںےم سح چ « - + - -| ای أن : معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن فی نهاية ۳ ثوان = ۹۹ سم / ث 


بالون کروی مملوء بالغاز یتسرب منه الغاز بمعدل ہس سم" / ث 
آثبت أن معدل نقص مساحته فى اللحظة التی یکون فیها طول نصف 
قطره یہ سم يساوى گس سم" / ث 


“. المنحنیان یتقاطعان على التعامد عند نقطة الاصل ( . ۰ . ) 
٤‏ 5 لیہ لی 
(10) اثبت أن المنحنيين : ) + ا ) = ۲ يمس المستقيم 














لد + كي دام عند النقطة ( ۱ . ب ) مهما تكن قيمة رہ ۱ 
الح ہے ے : 
بن له ات ۱ بفرض أن : حجم البالون = م > مساحة سطحه = م 
۰ رٹ +( ) د۴ .. بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : ٠‏ ٭٭ البالون کروی الشكل ع ح ع پروی" 
سم“ ' پا د ص مر 5 ىال 0 Ko‏ امه ہت ett‏ 55 عع ٤‏ ہے یہ 
نہ ( 5 ) 5 + ۲ ري-) ب ضس دا .*. بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : جُن۔ = ۶ پر × سان حر 
هی set‏ ۲ ۱ ۱ / ۱ 
> عند النقطة ٦‏ فان ٠‏ تج .۴ 7 ےم ۶ ٠ ET‏ ۲ 
9 ب ) فان ا 5 + مده« | × پ ص ق وق امن = 7 ۳ نی مب 
و متها : ص = ميل المماس ج - م وق 
, و منها : سک - سس سم / ث 
> و بضرب معادئه المستقیم المعطی × م( ب ينتج : ۶ 7 9ه 
با س +۲ ص = . *. ميل المستقيم المعطى ج 4 م - وی . بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
۲ ۰ ۰ ۰ 0 -- ۲ تچ 
“. المستقيم يمس المنحنى عند النقطة (( ٠‏ ب ) التى تقع على كليهما عك = مض غ مون سد = كت سم اٹ 
ا1 


مهما تكن قيمة رہ 
20 


ا 


اک الشنتورى أحمد ااا أهمو اقننتمی 














المتميز للریاضیات أحمد القننتوری التفاضل و التكامل ( م ) ثانوی 
أى أن : مساحة البالون تتناقص بمعدل و سم" /ث > عندما : كك = . فان : ا -٦رہ‏ < . و منها : سم = 4 ث 
TE (1۸)‏ 2 ج چم از على ا + #» : ص ۳۳ ۶ بن 1 اذا كان معدل تغير ای ان ب المساحة تتوقف عن التناقص بد ب ث 

احداثيها السينى بالنسبة للزمن عند النقطة ( ٤‏ ۰ 2 ) يساوى و حينئذ : م = ( ۲۶ xO +1 )J( $ × ٢-‏ $( 

۲ وحدة /ث فأوجد معدل تغير احداثيها الصادى بالنسبة للزمن = +2 × وا - ول 
سو (.]) سلم ثابت الطول ينزلق طرفه العلوى على حانط رأسى بمعدل 
e‏ “. بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : لى وحدة / ث . أوجد معدل ابتعاد طرفه السفلى عن الحائط عندما 
۲ ص مد - ع تلد ١,‏ ۰ عند النقطة (ع » -5 ) كان ,ع م f‏ و ا 

ای 86 ) ( ۶ یہ , يميل السلم على الراسی بزاوية 0 حيث شتا و = - 

XxX ۲ ۰‏ تي عد - و × ۲ > و منها ۽ كد - | وحدة / ث 8 الحد 
أى أن : الاحداثى الصادى للنقطة يتناقص بمعدل | وحدة / ث 1 1 


نفرض أن : المسافة بين الطرف العلوى للسلم و الآرض - ص 
" ۰ المسافة بين الطرف السفلی للسلم و الحانط الرأسى = س 


9) مستطیل طوله 5] سم و عرضه .| سم يتناقص طوله بمعدل ظ 
0 اسم ٩‏ ء طول السلم = ل حيث : ل ثابت 


٢‏ سم / ث بینما د یتزاید عرضه بمعدل 0 سم / ث آوجد معدل 






۱ > من هندسة الشکل : ہں' + ص' د ل' چ سس 
تغير مساحته بعد مضی 5 ثوان . ثم آوجد الزمن الذی یتوقف > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
عنده معدل تغير المساحة ء و کم تکون مساحة المستطیل حینند ؟ مين ۶ع اد باعص ع۶صد د , 
£ ۶ یہ 
۱ ما : قتا د فا 
ہے 1 5 5 7 ۽ عند ٠:‏ فد = سح 2-7 
بفرض أن : طول المستطیل = میں » عرصه = ص > مساحه سطحه = م 0 ۶ لالب ۰ سس 
بعد قدره رہ ثنية حيث : س » ص ۰ م دوال فى الزمن > ص = ل حتاق = ٣ل ٤‏ 
.ا من = ۲2 - ۲ له > اص = .| + ۵,ا مه 
۱ التعویض فى )١(‏ ينتج ۰ ۲ × ۶ 
م = سس × ص = ( ۲۳۶ 6 رم)( ا + ۱,۵ مه) فى (۱) ينتج ۵ 
8 و منها . كد - 2 لى وحدة / ث 
٢۶. =‏ + هم - uF‏ > بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 5 
عك = ۱۱ ٦-‏ رہ و عندما : رہ = ۶ ای أن : الطرف السفلی للسلم یبتعد عن الحانط الراسی بمعدل ٣‏ ج لىع وحدة / ث 
ہہ كعك = ۱٦‏ -3 × ۶ = ۸ سم /ث (۲۱) یتمدد هرم رباعی منتظم من المعدن ارتفاعه یساوی طول ضلع 


ای أن : مساحة المستطیل تتناقص بمعدل ۸ سم" /ث قاعدته فیزداد حجمه بمعدل | سم" | ث 2 اذا كان معدل تزايد 


۶:۱ 


أحمد القنتتومی أحمد التنتوری 









المتمدز تلریاضیات احمد التتنتتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 








كل من ارتفاع الهرم و طول قاعدته يساوى ۱.,. سم / ث فاوجد أى أن : الطرف العلوی ينزلق لاسفل بمعدل ۶ م /د 
طول ضلع قاعدته و بفرض أن : 0 قياس الزاوية بين السلم و الأرض 
الحأ 3 ۷ 3 ا 
بش > د ۱ ۰ من هندسه الشكل : حاق = . ص = ٢۹‏ حا 
نفرض أن : طول ضلع قاعدة الهرم - ارتفاع الهرم - 1 ص ۷ 
»> حجم الهرم = 6 ٭ الهرم رباعى منتظم ب“ قاعدته مربع »> بالاشتقاة ق بالنسبة للزمن رہ ينتج 4 حب < ۲:۱ حتا 0 رب 
ف ما سای للك »> عندما : ص = ۲,2 ۲ فان : حتام = حلم , = گے 3/۳ 
» بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج وب مین a‏ ۳ - چ سے ,۲ × جلم × عه و منها : ۶ - - 2 /د أى أن ۰ 
رہ جك ۔ں , دا دوب س × قياس الزاوية بين السلم و الأرض يتناقص بمعدل ج زاوية نصف قطرية / د 
و منها : سس 2 ۲ س = .| سم (۲۳) متوازی مستطیلات أبعاده ۳ ۰ ۲ من السنتيمترات ہ اذا کان 


أى أن : طول ضلع قاعدته = .| سم 
(۲۲) سلم طوله ٢,٦‏ متر بستند بطرفه العلوی على حانط رأسی و بطرفه 
السفلی على أرض أفقية » إذا كان طرفه السفلی یتحرك مبتعداً عن 


معدل تزاید بعده الأول ۲ سم / ث و معدل تزاید بعده الثانی | سم / ث 
و معدل تناقص بعده الثالث ۳ سم / ث > فأوجد حجم متوازی 
المستطیلات فى أى لحظة زمنية رہ ء و معدل تغير حجمه فى 





الحانط بمعدل 5 متر /د عندما یکون على بعد ۱ متر من الحانط نهاية ۲ ثانية 
أوجد معدل تحرك طرفه العلوى و معدل تغير قياس زاوية ميل الحا 
aS‏ بفرض أن : أبعاد متوازى المستطيلات هی : س ۰ ص ۰ ع ۰ حجمه = ع 


بعد زمن قدره رہ ثنية حيث : س ۰ ص ۰ ع ء ع دوال فى الزمن 
بن = ۳ + ]رم ؛: ص ح 2 + یم ۰ 8۶ = ۱۲۳ - ۳ به 
م حابن × ص × تم <(۳ + ]رم)(2 + رم)(]!  (W۳‏ 


(؟1 + الم + سايم (۱۲ ین 


نفرض أن : المسافة بين الطرف العلوى للسلم و الآرض - ص 
> المسافة بين الطرف | لسفلی للسلم و الحانط الراسی = س 
. هن هندسة الشكل : س + ص' = 1۷1 

: بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج‎ ٠ 





۳ ۳ 520006 
م س ۶ل + م ص عت . سڈ سی تد چا ۔ ٦‏ رہ ١‏ بالاشتقاق مس موجہ 
۶ ٭* 2 ۳ E‏ 
> عندما : من اخ فان : ص د 5,) م ۾ گلا -< و م /د كك = ۹۹ ۱۸رہ - ابر > رہ = ٢‏ فان : کے <- ]| سم / ث 
۲ 2۷۱۷ +۲ ۲ وحم ملد < . و منها : شلد - - 2 م/د (۲۶) خزان بترول على شکل اسطوانه دانریه قائمة طول قطر قاعدتها 


۶ متراً ء يراد تفریغ الخزان من البترول بمعدل ۲ م" /د › 
2:۷ 


احمد الششتتتورى _ 8؟ ع احمهد التقتتومى 








۳ 


1 
المتميز للرياضيات أحمد انت التفاضل و التکامل ( ۳ ) ثانوى 


فما معدل تغير ارتفاع البترول فى الخزان ؟ 
الح 
بفرض أن : طول نصف قطر الخزان = ف › 
ارتفاع البترول فى الخزان = ع ۰ حجم البترول = ع 
> الخزان على شكل اسطوانة دائرية قائمة 
مع = 7 فراع < Cag‏ 


قياس زاوية ارتفاع نظر المشاهد للطائرة يتزايد بمعدل 5!,. زاوية نصف قطرية / د 

(3) فى سباق ..! متر » يجرى لاعب فى مسار مستقيم باتجاه خط 
النهاية ء و كانت إحدى كاميرات خط النهاية على مسافة 0 أمتار 
و عمودية على مسار السباق و فى نفس المستوى الافقی للمتسابقين 
اوجد معدل تغير قياس الزاوية التى تدور بها الكاميرا لرصد حرکه 
اللاعب عندما كان على بعد 0 أمتار من نهاية السباق » و معدل 





نم = ١55‏ 7ع اء بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
ےرہ = وی عر ۶ ۰ عع = ۲ م /د اقترابه لنقطة النهاية م راث ح0 
- ۲ - یی جر جك و منها : چگ - حل م /د فرش ا فة بين المتسابق و خط النهاية 9 
ع لہ TT ۲ ۶-١‏ يغرص ان ٠‏ المسافه بين المتسابق و خط النهاد = بن 
أى أن : ارتفاع البترول فى الخزان يتناقص بمعدل سا ۳ / 3 ۱ ۱ نی می وی ۳ 7 القنتوری 5 
٠‏ من : 0O07‏ + 


: بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج‎ ٠ ترتفع طائرة عمودية راسیا لأعلى بمعدل ثابت قدره ]5 / د › “. سس = 0 طاق‎ )٥( 














دج ہی ۾ جه 5 7 ۲٢ ¥ * ٠‏ ۰ 
فاد تم رصد الطانرة من مشاهد کی الارض و یبعد .۲۱0 عن عك = و قا ۾ عل , عندما : س - 0م فان : 6 = + 1 
موفع افلاعها 2 فاوجد معدل تغير زاویه ارتفاع نظر المشاهد للطائرة / 1 7 
عندما تكون الطائرة على ارتفاع .610 عن سطح الأرض ۵ اه حي ۲۲ وه 
الحل و منها : 5ه = -۱/د ای أن : 
بفرض أن : ارتفاع الطائرة = ع قياس زاوية دوران الكاميرا يتناقص بمعدل | زاوية نصف قطرية / د 
0 فيا 5 ھ4 ۱ تفا ند المشاهد للطاذ 5 = 0 جیجھ ہے ¥ + 1 
س زاود رتفاع نظر فر ۱ (۲۷) تتحرك النقطة ۱(س ۰ ص ) على منحنی الدالة : 
×× من هندسة الشكل : طاق = ع .. عم = .۱۵ طاق 7 ۱ ۱ 
۱ = بن + س بحيث للد = ۲ وحدة / ث . اوجد معدل 


> بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 5 ¥ به جه وه به 1 عو ¥ 
التغير فى مساحه المثلث م و ب حيث (و) نقطه الاصل . النقطة 





گے = ,مك قآ 0۶ 

۶ = .35010 0 ون ب (. ١‏ 3) فی اللحظة التى يكون فيها الاحداثى السينى للنقطة 
۲ ۳ ار I‏ ۰. ۳ 

عندما : م = .۱0 فان : 0 1۲ 5 المتحركة یساوی ۳ 


ا جك = جوم رہ ہے ع دلو برع ر8۶ الحل 








۳ 


أحمد لشت التفاضل و التكامل ( ما ) ثانوى 


7 ص ے من بل بن حل اختبار تراكمى صفحة ۳۳ بالكتاب المدرسى 
“. بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
أختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 





2 2 
عن =( ۳ من ۲ | ۲ 5 ۱ 
و عندما : مد = ۲ وحدة/ث ۰ س د ۳ (۱) ادا كان : د(س) = طتاس فان : د ( -7) یساوی . 
٤ ٤ 2‏ ۹ 
فإن : ۲ = ۲۸ عم () - ۾ (ج) + (ح) ٤‏ (۶) ۳ 
٣ن‏ ے کے / »* ده ره TY‏ + ٭ ۲ ۲ 3 
و منها 7 ع وحده / ث (۲) تتحرك نقطه علی المنحنی : ص = ۲۵ - بسن بحیت : 
و بفرض أن : مساحه ۸ ۲و ب = م عد سس فان : عند النقطة (- ۳ ۰ ) 
م = حوب × ما ها = 2 ۲٩‏ س = 
عد يساوى .... 
> بالاشتقاق بالنسبه للزمن رہ ينتج ۱ 0 ١ ١ ١‏ 
غك اس ع = ۳ بر لب = ب وحدة مربعة / ث () - + (ب) + (ح) ۽ (۶) - 5 





(۳) إذا كانت معادلة العمودی للمنحنی ص = د(س) عند النقطة 
(۱۰۱) هی :س + وص = م فان : د (1) یساوی . 
۳٣ - )(‏ (ب) - + (ح) ٤‏ ) - ۶ 


(5) المماس للمنحنی : ص = ۳ب" عند النقطة (1 ٣  »‏ ) 
يمر بالنقطه .... 


)@ )0 < ۲ ) (ب) (۳ ۰ ۱ ) 
(ھ) (۲ » - ۶ ) (۶) (۰ ۰ - ۸ ) 
الح 
(0 ۰۰ د(س) = طتاس دئیں-۔۔ من 
د"رس) = ۲ قتاس ( - قتاس طتاس ) د ۴ قا س طتاس 


r, 7‏ ۲ 
٠د‏ (+2) د ۲قتا جع طتاٰ+م - ع (۲۱۸ ) اا -5 


5 
احمد التننتومی 








أحمد التنتہی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
۱ ۱ 7 , عاص ۰ ع 
6( ص = ۲۵ - مس ٠‏ بالاشتفاق بالنسبة إلى الزمن دہ ينتج : 2 ۳ = [ (۱ — ۳ مه )ذا ۱ <(۱ - (wf‏ × - ۳ 
عص _ ۶ 0 0 
وس عد ا یس سا و عند النقطة (- ۳ ۰ ع) فان : + )| - (af‏ × - یه ]* )1— (wr‏ 
5 0 5 ور ممص _ ۲ ۶ہ 5 
؟ *« 5 خخ x=‏ سے و ید ہیں وو ہا ےی = ] ع( سير )(1- عاسم" 
3 ۳ ل و عند النقطة ١‏ ۳ , ی فان . 0 5 
وچ ۳ بن Pr‏ و ۱ ١‏ ( :ل 1 ضت (۱ — ٢٣‏ ده ) ]× )ا — ۲ (a‏ 
۶ سل .- 08 کت تک بے سے _ لے 
ما ے ل E‏ 1 


-(wF- 1F] (wu ۲ - ۱( ۲‏ یه (۱- [wr‏ 
(۳) ۰۰ معادلة العمودی هی : س + 5 ص = م .. ميل العمودى - 58 
۱ ۱ / × را - ۲ به) 
ميل المماس = 5 .۰ عند النقطة ١(‏ ۰ | ) فان :د (۱) = 1 


(۱ ۴ب ۳1 ويه - w1‏ + !یه ] 


| 


(5) ۰ ص = ۳ س' ص = اس 
٠‏ عند النقطة (1  »‏ ع ) فان : ص" - ميل المماس = 1 
> معادلة المماس هی : ص + ۲ = 1 × زمن ‏ ۱ ) 
0. ص + عم ۹س -1 ای :1 س - ص - ۸ = 
٠‏ النقطة (. ۰ - ۸ ) تحقق معادلة المماس 
ای أن : المماس يمر بالنقطة (. ۰ - ۸ ) 


را یم 
000 ب البارامتریتان لمنحنی هما : س = یم" - ٦رہ‏ 
رہ - ۲ أوجد معادلة المماس عند :رہ = 1 


5 = (۱ یں ۲ ون دون +ع]۔ ‏ اسب 











+ ۲ سس ۶ ع ص ۳ ۶ 
(0) ادا كانت : سن = ره ارم ۰ ص = رہ امم اوجد ا ` من = رہ 1 نم عر = ۲ وم - 1 
انح , ۰ ص = ۸ انہ- ٢‏ = ۸ (ه -۱) 
س = رہ - رہ' د - ۱ ٢‏ نہ ٣‏ 0 
لاه ده ورس ہے کم 
عد = ۸ × ج وه )١-‏ -:(لبه-|) ۔ سس 
0 ع۶صلر _ 1 رأنه- ۲ 
> .۰ ص = رہ رہ عن =| - ۳ به عض _ عض , عس _ 8 ۱ 
۶ اۓورہ ےن له 7-2 
. ۶ وص _ عص _ عس _ ات و )ںا ار 2 بت 70 
۰ عسں د ورم + عر - ۱ یر = (|- "اسه )(ا- (w۲‏ > عند :رہ = ٩‏ : گے سے پء س=. > ص = ۱ 
ع ص _ اع ع ص 5 ۶ص ۶ مه +001 ۲ 
ےس د ہی ( ہیں ) کک( ۲ عبن “. عند النقطه (. ۰ ۱۱ ) : معادلة المماس هی : ص + 11 = 2 بسن 
۶ 


دك [(۱ سب (۱ ۳ یں ]۲-۱ ای : من ٣‏ ص - 2۸ = 












المتمدز للریاضیات احمد التتتتورى التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 


(۷) ب حہ مثلث مساحته م . النقطة ح تتحرك على المستقیم : > عندما من = و كي سے دا × و۲ = ۲ 
۶ 8 
ص = ۲ > فاذا كان ٠‏ کک 4 4 5 1 
سن ال ( ب ( ۰ ك ( )9( )۳( ادا كان ؛×صض حت ۶ تا مس قسن اوجد معادلھ 
حيث : ل ء لم ثابتان موجبان ء أثبت أن : 8 
۶س ۳ 


۱ (ب) مثمن منتظم طول ضلعه .۱ سم و یتزاید بمعدل ۲,. سم / اث 
٠‏ النقطة ح تتحرك على المستقیم : ص = عم مس ۱ ب(۰.ل ) آوجد معدل تزاید مساحته 
“. احداثى جا هی ( س ٢‏ س ) الحل 
۲۰ )۷( ۰۰ 0 ) .(() ۰۰ ص = ے + طتا مس قا سس 
> بفرض أن : مساحة ۸ (ب جح = ۲ / ۳ ۲ ۲ 
7 . صصص = قتا مس - قاس قاس طاس 









ل ۱ ۲( ۰۰) 
5 سس ۲٢‏ 5 ۹ 
.م < +| . رم 2۱ ± ال *«(لع ۲ س) +۱ ۰.(۷۶ -ل س) | = قتا سس - ۲ قاس طاس ۰ عندما : س - +77 
۲٢ ٢ 1 ۳ 5‏ 
س ۲س | > حيث : ل . لى ثابتان موجبان ظ “. ص = ميل المماس = - قتا 77 - ٢‏ قا +7 طاح 7 
ہے = ± ولك + ۲ لس + لو س) ۰ 1 
ع2 د رمل ١‏ ل = -(۲۷ ) - x (TV) xf‏ ۱ 
كلل dF)  <‏ + ل ) < لع م ل < 0 + ۲ سے ۲ - ۳۱۷۲ ۱۷ - - 1 
(۸) آوجد معدل تغير ٩‏ + س" بالنسبة إلى لد عند س = 5 . ميل العمودی = + ء عندما : س = +7 فان : 
جا ہے 
ات ۳ 
الح ص = ع + طتا س - قا س = ع + طتا +7 - فا + ]1 
58 7ھ ۳ 
يي بس ۲ = :+| (FV)‏ - ۶ +۲۱ - ۳ 
۶ ۱ لسن ی۔ ری 
کو سخ = ج (8 + مس ٭ عا يئى. 2 تیش .*. عند النقطه + 7 . ۳ : معادلة العمودى : 
عسل 7 ( ۱+ س؟ ( ٩‏ ( هی 
١ ١‏ 7 
مع ہیں ز عع (س )سنا 1 ص ۳ = ج ×( س - 717 ) ای : من ۹ص + ۱۸ 2 =. 
سا ع سل اس 0 فرض أن : مساحة المثمن المنتظم - 
(س -۱) (س -۱) (ب) بفرض أن : لمثمن المنتظم - 
۱ عص عص عع رص ل ٠ ٠‏ مساحة المضلع المنتظم = + رہ س' طتا 36 
د گلا ب گۓػ ے م سح 
عع م ۶ں ۱ دبس ۱ حيث : بس - طول ضلعه »> یہ ح عدد اصلاعه 





م = +× بم بن طتا 36 = ۲ س طتا 32 
شلك .بت 1 ۶سر 

° عنم ےو ا وہ 

و عندما ۰ سم ۰ کے = . سم /اث 
عل = ع × .| × طتا كك × ,. = ۱۹,۳ سم" / ث 


(.۱) سلم طوله ع أمتار يرتكز باحد طرفيه على حائط راسی و بطرفه 
الآخر على أرض افقية ء اذا آنزلق الطرف الملامس للأرض مبتعداً 
عن الحانط بمعدل .۲ سم / ث > آحسب معدل هبوط الطرف العلوى 
للسلم عندما یکون السلم مانلا على الأرض بزاوية قیاسها ‏ 7 

الحل 

نفرض أن : المسافة بين الطرف العلوى للسلم و الآرض - ص 

> المسافة بين الطرف السفلى للسلم و الحائط الرأسى - 

> قياس زاوية ميل السلم على الأرض =0 


: 
ہس ل 








*. من هندسة الشكل : = ۱1 
> بالاشتقاق بالنسبة للزمن رہ ينتج : 
عو ہیں صر _ 

> عندما : 60 = +77 فان : س = 5 حتا + 7 = ع يالك - ٢ =F‏ سم 
> ص = 5 حاط 7 9 = م۳ م < PY f.‏ سم 

۶ 7 1 * ةة ٠‏ 
3 مد = .۲ سم / ث. بالتعويض في (ا) ينتج : 
ہے f «۷ ۴ 4 ۴, xX ۳۰, XE‏ ما كر سر 5 
و منها : ید < - ئا ام سم / ث 
ای أن : الطرف العلوی يهبط بمعدل دم ۳ سم / ث 


التفاضل و التكامل (۳) ثانوی 
اجابة أسئلة الاختبارات الخاصه بالوحدة 
الاختبار الأول 


السؤال الأول : أختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة : 
0 اختر الاجابه الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 


(۲) إذا زاد طول نصف قطر دائرة بمعدل ل سم /ث فان محیط الداثرة 
یزداد بمعدل .... سم / ث 

0 2 (ب) ۲ (ح) 1۲ (۶) ۲ 1۲ 

الحل 
م = rf‏ عک - ۲ عد ۔ ۲ دم 


]۳[ )( وچ معادلة المماس المتحتى : 
_ سس ص -ص'+ س ب 


n 





عند النقطة (- ۰۱ ) 


وه ۳ e‏ موه ذهو 1 +« ۶ 05 
س" تين ص - ص" + س ب باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 


5 0 وص ع حل 
؟ مس - ۳ ص ET‏ ون ب ] ص خط سے 
٦ضج‏ , ۴ . _ ۲ سس - ۳ ص 
و مها : وس کک 
٣ ٠‏ (ميل المماس ) - 0۸22 و 
د کا شان کے ر سی و یں 
أى : 15 س + و ص 3 - 









آ دہ 





المتميز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التثامل ( ۳ ) نانوی 
(ب) مثلث قانم الزاوية . فى لحظة ما كان طولا ضلعی القانمة الحل 
٦‏ سم ۰ ۳۰ سم ء فإذا كان طول الضلع الأول یتزاید بمعدل × ص دور + ع ماع <۳ یم - ۲ 
+ سم/د ء و طول الضلع الثانی يتناقص بمعدل اسم/د أوجد : | .. ع - (۱رر" ےج رم 
5 ۳۳ فم, مساحة المثلث قانه ۱ 2 2 
| معدل التزاید فى ۱ بعد ۳ دقانق کید ا + ء ا 


۲ - الزمن الذی بعده یتوقف تزاید مساحة المثلث 
الها ]٢[‏ (ب) اوجد معدل تغير 3 + با بالنسبة إلى سِ ۳ 
تفرض أن : س » ص طولا ضلعی القائمه بعد رہ دفي عندما س < - ۳ 
۰ م مساحه المثلث حینند حیث بس ۰ ص ۰ دوال فی الزمن 


من ۹+ دی ص = ,۳ - رم 





تن ۲ 


+ ص = ا + س 











دع وس سد تورم چرم بط 1 
شتقاه 1 نسة ے با ر 5 بن 
٩ =‏ +۲یر - ج > باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى مه ۶+ ں)ں)ں؛ تق و اي 
كك = ع پچ رہ سی ٭ عع _ ۱ت -۱*)۲- ۱ _ . ۲-2 
ہی ۲.2 "> شبنن ٠‏ ۲ 7 ۲ 
کے ١ CE‏ 5 ۳ 7۰ 
بعد ۳ دقائق . گنک = ۲ ال × ۳ = | سم/د ۱ (سس 0 e‏ ( 
1 عا . ۶“ - ۾ گلا _ مگ ے لے ےس ي تخ 
یتوقف تزايد المساحه عندما ٦‏ ۱ ع TT er TT‏ × .- 
4 مر + 4+ ۴ ۲ 7 1 58 ء ص 
الاختبار النانی [۳] (() إذا كان : س حتاص + ص حتاس | آوجد عل 
[1] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة الحل ک0 ۱ 
5 1 ۰ ۲ × س حتا ص + ص حتاس = | باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 
د : - + = 8 | معدل 3ه 
٦ ! )۲(‏ 2 نہ : »> ش = ۳ یر - ۲ فان معدل تغير حتااص - س حاص عدا + عك حتاس - ص حاس - 
۶ بالنسبة إلى ص يساوى . 
۱ ۰( حتاس س حاص ) چا = ص حاس - حتاص 
(0 ]مه )ا ہم ل © 5 


. ۶ض _ ص‌حاس - حتاص 


یف حتا س س حاص 








[5] (ب) يتزايد حجم مكعب بانتظام بحيث يظل محتفظاً بشكله بمعدل 


۳۷ سم / د ۰ أوجد معدل الزيادة فى مساحة أوجهه عند 
اللحظة التی یکون فیها طول حرفه ۳ سم 


بفرض أن : طول حرف المکعب - ل وحدة طول 

:. حجم المكعب ع = ل" وحدة مكعبة ٠‏ مگ مںپ عه 
< ۷ ير واي مگ و منها : ۶ -۱سم/د 

× مساحة آوچه المکعب م = 1 ل" 


ء ل 


= مال ۳٩ = | × ۳ × ۱۳ = 9۶ x‏ سم /د 


الاختبار الثالث 


ولا : أجب عن السؤال التالى : 

[1] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 

(۱) ميل المماس لمنحنی الدائرة ہسں' + ص' = ۲0 عند س - 
يساوى . 


دج مج fM‏ ۴ 


1 1 0) 0000 ۰ 
سس + ص = ۲۵ باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 


00 ع گلا -, قن . ۶ص _ _ سیر 
۲ من + ۲ صا وين و منها : عبن - 


۳ 


: ص = ددع ٠‏ . ميل المماس اجوہ -_ 


© د(س) ساس (س د ۴) 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


| 


۲" = 


(0) اذا کان د (س) = ب فان د“ (۳) = .... 





سن ۲ 


(ب) - ۱۲ (د) 1 (۶) ۶ 


۳ - اس = ( س 06 س‎ 3 
cI CO E) 
00006 س‎ ( |]  - رسن‎ 5 EE 5 س٦‎ ۱ 


[5] (ب) يتناقص الضلعان المتساویان فى مثلث متساوى الساقين ذو 


قاعدة ثابتة طولها ل سم بمعدل ۳ سم / د . ما هو معدل 
تناقص المساحة عندما يصبح المثلث متساوی الأضلاع 































ا 





۳ 





المتمیز تلریاضیات احمد التتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) تانوی 
= - ول س رس" + ل ” (۳) العمودی للداترة : ہس' + ص" = ۱۲۳ عند أى نقطة علیها يمر 
ليصبح المثلث متساوى الأضلاع نضع : س - ل فيكون : بالنقطة ‏ .... 
عي = کے س' رس" ی کت مس ۰ و ۱ (() ( ۲ ۰ ۳ ) (ب) ( ۱ ۰ ۱ ) 
ی ار 5 (ح) ( ۰۰ ۰ ) (۶) (-۲ ۰ ۲2 ) 
= سل مك = الاسم بن الا 
٩‏ 5 اه 2 ۳ ۳ ۳ ۶ص ۶ ی سن 
ای أن : المساحة تتناقص بمعدل م۳ بس سم /د ٠.١‏ ين + ص ح ۲۵ ۲۰۰ بس +۲ ص وین = . ومنها :ین = ب ص 
> بفرض أن : النقطة (ح ء ء ) على الدانرة 
ي.. ميل المماس = عر ارہ = هی . ميل العمودی = ع 
الاختبار الرابع 3 > معادلة العمودی هی : ص - ء = گے رس ه ) 
با ۱ ای : ہک ص اجاء ےدوس جع أنى := ءوس حص - . 
اولا : اجب عن السؤال التالى : وهی معادلة مستقيم يمر بالنقطة ( . ۰ . ) " معادلة قطر الدائرة " 
]1[ اختر الاجابه الصحیحه من بين الاجابات المعطاة ۱ أى أن : العمودى على الدائرة بالنقطة ( . 3 ° ( 
() إذا كان ص - سح فان عند س = | ء عسي یساوی .... ۹ 
ات []] (ب) اذا كان : حاص + حتا۲س = . فأثبت أن : 
٢- (0(‏ نے -1 (ه) 1 () ۲ : ۱ ۱ 
الحا عع _ ( ۶ ) طاس = و حتا۲ س قاص 
5 ۱ یئ عبن 
' ص = (۳ س 0 )۳( س - ۲ ) لح ۱ ۱ 
۰" حاص + حتا۲ س = . باشتقاق الطرفین مرتین بالنسبه ل س 


)0۵- د م زین -م)' ےدوس -۲) (۳ س‎ ٠ 


۶س 

2 

= رسن -) [۳ (س -۲) -(۳ س - 0 )] ١‏ 

595 5-9 » حتا ص گگگ حاص ر( ع - 5 حتام بن = , 
= رسن ح ۲ ) [ ۳ س  1-‏ تين + م ]= -س ۔۲) ع سن م : 

قسمة + حت نتج + ۶ حصس_ ۱ ۶ یا - 5 حتا قا 

بالقسمة + حتا ص ینتج : عم (جسد) طاص = وحتا؟ س فاص 


1 1 د سس ۳ 
۰ حتا ص عبط _ ٢‏ حا٢‏ س ح . 





عأ ص ۳٣‏ 
؛ - 5 ] خویو . ۲ ) ؛ 





ع بن 
۳ 5 ۳ 
گید = -(س ع ) - 2 1 ی تا = 
ع سر (سن ‏ ۲ ) ع سر 









المتميز للرياضيات أحمد التشنتورى التفاضل و التكامل ( "ا ) ثانوى 
[0] (ب) إذا كانت ع مساحة الجزء المحصور بين دائرتين متحدى المرکز 
طولا نصفا قطريهما رہ ۰ ل : یہ > وم أوجد معدل > ميل المماس = [د (س) آر = دم دم ٢٣×‏ × ۱ - 4 
١‏ 


تغير ع بالنسبة للزمن فى اللحظة التى يكون فيها ئ = .| ے هيل العمودی ات .1 
سم » ہہ = 1 سم ء إذا علم أن عند هذه اللحظة شش يتزايد > معادلة العمودى هى : ص - سم 
بمعدل ۳,. سم / ث ۰ ئ یتناقص بمعدل ۲,. سم /ث ای : من - ۲ص + ۱۸ - دج =. 


۳ ۳ 
= قتا س - ۲ قا س طاس 


الحأ 


من الشكل : ع = 7 2ا 
بت 7 
xT) ۲‏ ×× (-۴ مس °( ۲ التالية أختر الحرف )١(‏ إذا كانت العبارة صحيحة 


: ع تتناقص بمعدل ۷,1 7 سم / د و الحرف (ب) اذا كانت العبارة خاطنة 
ue‏ 














= ۷,1 7 سم" /د أى أن 
الاختبار الخامس یف رنه ۳ پلاسیه | رأ +۳ 
ا ۱ 
۳۷ () اذا کان د(س) = ع + طتاس - قا س آوجد معادلة ۰ (0 (ب) 
العمودى لمنحنى الدالة د عند نقطة د تقع على المنحنى و ۱ 3 
لأن : بوضع : > = 
إحداثيها السينى يساوى 0 6) (۲) لان : بوضع : ص + ۳ ( یہ + ۳) 
خض د تیم 1 د طحم : 
الحأ ج a2)‏ + ۳) ۲ ]اسه أنه م 
نه درست ٤‏ + طتا من ب قا س ع رہ E,‏ ریہ +۱) ۱*۱۷ _ ۱ 
یہ +| ۳" زیم +" زننه + 


درسں) = 2 + | ۲ - ۳ ۱ 
ع ع یہ ( ہہ +۱ ) 


اب وس سب ا ہس — ہے 
وع _ عله ا رأ ۳ 


+ ۱ ٠ 
: عندما : سس = ج7 فان‎ 


/ ۳ 5 5 
> د (س) = - قتا س - ۲ قاس × قاس طاس 





۳ 





التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 








5 
(۳) اذا كان ماس + ماص - ۲ فان : .۳ = حك (۳) جك [ طتا ( حتا ۳ س )] = حا ۳ س قتا ( حتا ٣۳‏ س ) 
6 (ب) 7 ب 
3 50 () (ب) 
(۳) ( لأن : باس + لاص - ۲ ص = ۴ - سس" () (0) لأن :عمس [ طتارحتا ماس ) ] > 
۱ 7 + - قتا ( حتا ۳ س ) ×( ٣‏ حالس - 
۳ حا ۳ بن قتا ( حتا ۳ س ) 


۳۸] (ب) متوازی مستطیلات من المعدن قاعدته على شکل مربع › فإذا 
تزاید طول ضلع القاعدة بمعدل 5,. سم / ث و تناقص الارتفاع 
بمعدل ۵0 سم / ث أوجد معدل تغير الحجم عندما یکون طول 
صلع القاعدة بمعدل 71 سم و الارتفاع بمعدل 0 سم 

الحأ 


نفرض أن : طول ملع القاعدة = س سم ء الارتفاع = ع سم 
باشتقاق الطرفين بالنسبة ل مه 





الاختبار السابع :. الحجم ع = سناع 
بعک د م یں ع عد + بیع 


[1] فى كل من العبارات التالية أختر الحرف (0) اذا كانت العبارة صحيحة 
E ۲ ۲۷ 1 ×۲ =‏ + ۳ ۲ 0 = 1 سم" اٹ 


و الحر ف (ب) اذا كانت العبارة خاطنة 
فان :+ عا ےہ ا 
۹ ۶بس ۳ بن 





() اذا كان : ص" = ۳بس" - ۷ 
(0 (ب) 
الحل 
(۱) (ب) ۰ التصحيح : 
۱ ص . عض _ سیر 
ای ۴ 


۳ 


با ص = وين" ۷ 





ات 









احمد ون التفاضل و التكامل ( ا ) نانوی 
الاختبار الثامن 
| م الحأ 
[] اکمل ما يلى 5 1 نفرض أن : ارتفاع طرف القضیب عن الأرض = س م ۵ 
() إذا کان :س ص = | فان :[22 ] _ <. > طول مسقط القضیب على الأرض = ص م یی 
الحل من هندسة الشكل : س" + ص" = مم ص 
3 5 7 .*. عندما : - فان ٠‏ 5 
(۱) باشتقاق الطرفین بالتسبة ل س :۳ س" ص" + ۲ س" ص ٤گ‏ - , کب ۳ 47 سس 1 
بس مد _ لد ١‏ عند :س =| فان : ص - | ۰ ]میا × ور ٢٢ص‏ ۲ عر > 
١‏ ءع گے - ها . ۶ص - ٠۴۰‏ 
۰۳] _۔-۔۔ پچ ۵ ۲ ۶ سم ۱+ ۲ ير ع ير كحك ۔. و منها :غ = - مرد 
ليع 
۲۱ (ب) أوجد معادلة المماس لمنحنی الدالة د حيث : 3 الاختبار التاسه 
۳ مړ ال جه 5 5 1 ¥ 
د (سس) = ۲طا س عند النقطة التی تقع على منحنی الداله د 





احدائیها السينى يسا ١‏ 38 ۲۱ اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
وي حانج ينى يساوى ۽ با[ ظ 





۱ (0 إذا كان س = ٤‏ رہ' + ۷ ۰ ص = راںہ" مه - | 
1 فان . ۶ 
۳ / 5 2 ۰ ۰۰ 
٭د(س) = ٣ظاس‏ ا دا(س) = وطاس قاس 0 ما( هه 
۲ . ۳ 7 نے ۲3 كك 1 (۶ ۳ 
ا ا جم 7 
»> ميل المماس - د س = 71 x | x‏ ۳ حت ۱۳ ۳ 

۱ (س) ( +۰ (r‏ ۱ عی = غ نہ 6 عد - ارہ عندما : رہ = | فان : 
سوج ور وپ روز رپ ۲ عبر _ ع , عصد _ ب , [ عص ۲ لع عس ]ع _ ۲ 
أى : ۳ س - ص ۲ لط ع7 د. بك 7 ۳ ۴ كي ؾ۶ ٰ1 د ان 
[5] (ب) قضیب طوله 0 امتار مثبت فى الارض عند احد طرفیه . فاذا (۳] (ب) أوجد قياس الزاوية الموجبة التی یصنعها مماس المنحنی 

5 ذه ۰ ِ 2 ٤‏ ۳ ف 7 

دقيقة أوجد معدل تناقص طول مسقط القضيب على الأرض >٠‏ ده 

١ 2 ۱‏ س = ۸ لاگرب دفیفه 

عندما يكون ارتفاع هذا الطرف ۳ أمتار العات 


0A۸ 





5 
أحمد ازن "۳ ی 









المتميز تثریاضیات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


ق باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : »> ."۰ المماسان متوازيان “. ميل المماس الاخر = 5 
۳ ص" × عا = ۲ بس عص - ا ہ جس' + ۹س + ع - و و متها : من = | ۰ بس = 
٦:‏ ۱ ۲ ص > بالتعویض فى معادلة المنحنی ينتج : 
عند : من = م۸ فان : ص ح- 12 ۳.۔ ص ح هو عند : س = | فان : ص - ۲ و هی النقطة المعطاة > 
طا و _ اکب ا > 0 = ۱۸ لأقرب دقيقة عند : س = . فان : ص = ۵ و هی النقطة التی عندها المماس الآخر 
و تكون معادلة المماس الآخر هى : 
[۳ (0) اذا كان : حاس = بس ص_ آثبت أن : ص - ۵ = 5 ×زس -.) أى : 5 س ص + ۵ - 


۲ 1 ۳ 
بن ( ص + ص ) + ۲ حتاس = ] ص 


عه ابي ھ 


)١( ]5[‏ يرتفع بالون رأسیاً لأعلى بمعدل ثابت قدره ۲۸ متر / دقيقة 
9 ¥ » 1 ۳ 
فإدا تم رصد البالون من مشاهد على الارض يبعد ..۲ مترا 
عن موقع إطلاق البالون » أوجد معدل تغير زاوية ارتفاع نظر 
المشاهد له عندما يكون البالون على ارتفاع ۲.۰ مترا 


الحأ 
٭' حاين = بين ص (ا) باشتقاق الطرفين مرتين بالنسبة ل س ينتج : 
/ / 
. حتاس = ص + س ص و منها : ص = ل (حتاس -ص ) (۲) 





4 -حاس = ص'+ ص' + بن ص بالتعویض من (ا) ينتج : E"‏ 

س‌ص = ۲ص" + س صا بالتعويض من (©) ينتج : نفرض أن : س ارتفاع البالون عن سطح الأرض بعد رم دقيقة 
ہے س‌ص ے حل (حتاس - ص) + س ص بالضرب × ہن ينج : ٠‏ 0 قياس زاوية ارتفاع نظر المشاهد حيث مس ۰ 0 دوال فى الزمن 
-۔ س‌"ص = ٢‏ حتاس ۲۰ ص + س" ص / و منها : من الشکل المقابل : طا 0 = جج س 


3 7 
١ )‏ > باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى رہ 





r, ۲٢ ۳ _ 5 ۲ 5‏ 
(ب) إذا كان للمنحنی : ص = ]اس + ۳ب + بن + 0 . قا ھم × ع - لے × كنب 
مماسان متوازيان أحدهما يمس المنحنى عند النقطه (- ۰۱ ۲ ) عندما : س = ۲ م فان :0 = + 
أوجد معادلة المماس الآ 
او < ۱ س الاخر ۽ ° کت = 3/۳۲۸ 
الحل. 
٩ 5 ۰‏ ۶ ۶ _ ۸۶ ۶ 0 ۸؟ 
5 ص س٢‏ نس" + لس + وس + 0 ۰ Tag × TF;‏ ہم ۲ ور ۳ ۲۰ 
, موص ع ص و منها : عه - ۷.,. ء/د 


_- 1 ۶_ ی .- ه٠‏ 
عيبن = ٦‏ س 1[ س + 1 ١‏ (عس )رې < 2 7 








۳ 




















المتمیز للریاضیات أحمد التشنتورى التفاضل و التكامل (۳) ثانوی 
الاختبار العاشر [5] (ب) اناء على شکل اسطوانه دائرية قائمة ارتفاعها من الداخل ٩‏ سم 
و . 4 شا ۶ طولها ۱۱ سم . فادا كان معدل انزلاق الساق مبتعدة عن حافه 
0 - . جا ہیں ۲ ۱ ۲ 
1ا وس ) س ) الاسطوانة ٣‏ سم / ث ‏ أوجد معدل انزلاق الساق على قاعدة 
۳ ۱ 7 الاسطوانة عندما تصل إلى نهاية قاعدتھا 
6 كدر ۵ ٢-‏ طتاس ) = 0۳ - ۲ طتاس ) × ( - ۲ فتاس ) الحل 
14-١ =‏ قتا س )( ۵ - طتاس ) بفرض أن : طول جزء الساق المنزلق مبتعدا 
[۲] (ب) اذا كانت المعادلتان البارامتريتان للدالة د حيث ص = د (س) و ء بعد الساق على قاعدة الاسطوانه = ص سم 
س ہے ۱ من هندسة الشكل : 
هما : من = ۲ رہ ۶۳ 0 00 وود بو ۶ ۱ کے ااا + و 0( 
كل من : اولا : معادئه مماس منحنی الداله د عندما تصل الساق إلى نهاية قاعدة الاسطوانة فان : 
ثانا . ۶ ص ص = ۲ سم بالتعویض فى (ا) ينتج : س = 10 سم 
Ke 1 eT 1‏ امد ۳ ۰ چ عو سر ۶ کر 
الحأ ظ > باشتقاق طرفى )١(‏ بالنسبة ل رہ ينتج : ۲ س عرم = ۲ ص عنم 
× من = ۲ رہ" + ۳ علد = و رہ ۱×٢ >٣ xl xP‏ اع و منها : گا = + سم /ث 
۱ 53 1 عو ص 3 ۶ ۳ 
ص = رہ ہي کہ رہ 
لش ے ۶گ ۔ غد ے رر 
۶س ۶ رہ ۶ له ۳ 
ہو من = ۵ ۰ ص = | عند رم = | 
. معادلة المماس هی : ص | < ظ (س - 0۵) 
أى : ۲ من ٣‏ ص - ۷ < . 
فنا . عأصب _ اع ۶۰ص ا 17 ل 1 
د ی ۶ عنم (ء۶س )× ءوس ۲ ۳1 
5 ع ص ے_. ۹۰ 
4ار ۔ ۲ 


5 
احمد التننتومی 








ا 


الرياصيان البحنه 
التعاصل و النکامل 





آ دہ 






المتميز تثریاضیات احمد الشتتورى التفاضل و التعامل ( ۳ ) ثانوى 


ل ۱ " ۱ 5 الشكل البياذ يأخذ أحد الشكلين التاليين ۰ 
الوحدة الثانية .... تفاضل و تکامل الدوال الأسية و وی ےآ الشكل البيانى لها ہے ا 


| - | الدالة الأسية ذات اللوغاريتم الطبيعى 
و دالة اللوغاریتم الطبیعی 
اکر ها بل : 
[1] الدالة الأسية : 
تسمی دالة أسية أساسها (() و هی دالة أحادية مجالها = 0 
ہو مداها = مار > و منحناها يمر بالثقط (۱۰۰) 


الشکل البیانی لها يأخذ احد الشکلین التالیین : 
ص 





تعريف العدد (2 ) : 
يعرف العدد ( 2 ) بعدة طرق منها : 


| مدت 


() ه- نهارا + لی ( 





6 = نیب (۱+ س )2 


ملاحظات ٠‏ 
(۱) العدد رھ ) هو عدد غير نسبی حيث : ۲ < ھ < سم 
۰ £ = ۲۷۱۸۲۸۱۸ 





1 : به کر 1 تعبير 3 العدد 7 باستخدا اا تاد بالصو‎ ۲ ١ 
0 2 0 1 9 : الدالة اللوغاريتمية‎ ]٢[ 
لے سا ا .لے - کے‎ = 3 
IA TT Mg الدالة د : م بح حيث د (س) = لوس ۰ (3 2 - (ا) 2 له‎ 


تسمی دالة لو غاریتمية أساسها (۲) و هی دالة أحادية مجالها = مار 
> و مداها = مر ء و منحناها يمر بالثقط (۰۰۱) 
۱ 


اکم الشنتورى اس الشنتورى 


ا 





اھ 


نهايات تؤدى إلى قوى العدد ھ : 


۲ ( س 
0ص نیس (۱ + ) = 


= له حیث : ۲ عدد نسبی 
سس + م 
نم 55 7 نحن . ۰ 
)۲( مارا + سن ) ”7 حيث : ۲ عدد نسبی 
۲ : سا ! 
(۳) نی (۱ + ) =9 


حیث : ۲ عدد نسبی 
(5) إذا كانت : م . ب ء ح آعداد صحيحة فان ۰ 





۱ ی ۱ سس + < ہے 
و = ۸ 
بن ے 0ں 
البرهان : 
م 
(0 المقدار = رم [ +١(‏ جل ] 
1 
نھ أ بن 1 
- نها [(0 + يل ) ]-م 
(FT)‏ المقدار - 


9 ۱ | س ۰ ۱ 
2 (۱ + س ) 0 مج راجن ) 


۱ 
< م × ( 1+ .) < م ۶ | 


(۳) نضع بد حیث 


: من £+ . 


2 
52 
ص 
فإن 


۽ عندما ٠.‏ ہیس ے وه + ص ےم 


۱ 3 
. المقدار تيجا | + ص )تن 


۱ ۱ م 
ص هه [(۱ + ص )ص ] و 








۳ 











۹/۹ الزفاضل و التعامل ( ۳)_تانوی 
بن + با + جح پا 
0 ا اا بن + بپ + م اب 
8 المقدار - بن هبن 1 من داب 1 
بن ابا + اه - پ 
۰ ات 
- نها[ + احت ] 
بن ے رن بسن : 
a‏ س + پا 
= ۱+ : + 
بب[ + ہ- ن 
بن + بپ ے 00 [۱+ دی دي [ 
٠‏ ب ( - ب 
= × | = 
۰٦ 5‏ 
برهان آخر : 


إجابة 
أوجد 


(( نیب راب )72 


ہس ے O0‏ 


بقسمة کل من البسط و المقام على س ينتج " 





س + 
المقدار - نها[ ] _ اسن ے >> 
جسن ے رن ١‏ + صن ۲ +1١‏ 
سں س 00 
نھ (۱ + سل ) 


تھے (۱ + 2) »+ (۱ + ) 


سں س رن 


حاول أن تحل (۱) صفحة ٣‏ 


5 ؟ مس +0 
() تفس SD‏ 





5 
المتميز للرياضيات التفاضل و 





سم 3 : س +| +5 امن ٢‏ 
() المقدار = نها از ]| ۶ () المقدار - نتا ر الخ ) 


(ب) المقدار - نها j‏ (۱ بل ۳ ] x»‏ نفلا 








نه 1 1 من + ۲ 
e‏ س ےم (۱ * صن ) PEPE‏ 1 دج ۲ 
۱ بوضع : ص = ۲ س + | ۲۰ من = ص | 
2 جس ۱ ۱ ۳ 
۱ ۾ بے ۶ یں = جص“ »> عندما : س ے من فإن : ص سے من 
اجابه حاول أن تحل (۲) صفحة ۳۸ ا 
آوجد ۱ 55 المقدار سے نی )ا ا - ( 
ا ۲ س _ نها ES‏ ۲ نی 
(0 کی ےہ ( ۱+ ) (ب) تح (۱ - بل ) 2 ےہ [(1+ سن ) ] + ص هومن را + 
۲ ۳ 
نها ف 2 ]ين دم مس + 3 =( ) ۱ <- ۸ 
(ح) نے ( ہے )” عم نی( ۳ ) 
الحأ 





الدالة الأسية ذات الأساس الطبيعى : 
هى دالة أساسها م . د (س) = ٠‏ 


() بوضع : ص ل اس = 





ص > عندما : س ے مه فان :ص ے. 


3 1 سم ' جو 
. المقدار = نیس (۱+ ص )ى - نها [(ا+ص)۰] موچ 
. () مجالها = م 
- ۵ ۱ ۱ 6 مداها = ] ۰۰ مه [ 
(ب) بوضع : ص = داجن 50 من > - ص (۳) المنحنى یمر بالنقطتين : 
> عندما : س ے من ۳ی 0" (٠٠١ا)»‏ (۰۱ 4 ) 
. المقدار - نها (۱ + ص )ا ت 


(5) الدالة أحادية 
۱ ا 7 
SE =‏ [ (۱ + ص )” ] لدو ای تقبل وجود داله عکسیه 


5 تعرف بدالة اللوغاريتم الطبيعى 
(<-) المقدار - ن( ا ( ۳ 





فاون و 5 


ہس ے 00 





آ دہ 


ا أحمد القنتوری التفاضل و التكامل ( " ) ثانوى 
دالة اللوغاريتم الطبيعى : ]٢[‏ اذا كان : س » ص د3 »ر3 ل فان : 
هی لوغاريتمية أساسها ۵ ء د(س) - لو س ‏ من 3 مر (0 لور س ص = لور س + لور ص 
ملاحظات ٠‏ بس 
0 مجلها = ج, ۷ و م۳ ران 
(۳) المنحنى يمر بالنقطتیه )٤(‏ لور س × لق م <- | 
(اء.) » (2 ۰ ۱ ) سن 


8 النهایات و اللوغاریتم الطبیعی : 
)٤(‏ دالة عكسية للدالة : ص = ھ 








: ۱ ۱ 03 
0) نها = حیث : ۲ > . 
الشكل المقابل يبين العلافه بين الدالتين 0 مس ه. ات لور ۲ ١‏ 
(0) تطبق التحويلات الهندسية " الازاحة الرأسية و الإزاحة الأفقية و E‏ - لو و 
الانعكاس فى محور السينات و التمدد أو الانكماش على منحنى كل 90 بن ے . ا 7 د 





من الدالة الأسية ذات الأساس الطبيعى و دالة اللوغاريتم الطبيعى لو (ا+ س) ۰ 


(۳) نی 





ہس 
خواص اللوغاریتم الطبیعی : ۱ ۳ 
| إذا كان : س دح »ص 3ج ۰ 3 ج - (۱) فان : © هم دا 
() الصورة : لو س = ص تکافی الصورة : ۵ " = س (0) نھ څا - ۱ 
و سس سن > ۰ 
)۳( ل ا (0 نفرض أن : ص د ۲ - | > عندما : س >. فان : ص >. 
(5) لور ١‏ = صفر 6م =+ ص بأخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرفين ينتج : 
لو سن لو م دلو (۱+ ص ) .2 سلو ( < لو (1+ ص ) 
)0( لو س = تو ۲ لو (۱ + ص ) 
مه سل ےہ د ش ‏ س سس 


لو م 








۱ ۱ ص × لور ٢‏ 
المقداد ہے لور ( 1+ 
0 لور ۲ 
ص > .۰ لور ( ۱ + ص ) 
لوم م 


Î. 
نها لور( + ص )ص‎ 
, صل ے‎ 


و بصفة عامة ۰ 
55 
با حل ۔ 


سین ےا ۴ سن 


ج ور 

















۳ 


التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


i Î ۱‏ ی 


سن 5 


لوو( | + ص ) = س 


(0) نفرض أن : 9,00 


> ۵ جاص 





+ المقدار = لذ ۰ ۱ 
صے. لو (۱ + اص ) 
: ۱ 
= - نصا سس 
ص >. حل لور (۱ + ص ) 
8 اك امت ا 
: - لو تر 


3ج حاول أن تحل (۳) صفحة .5 
نپا[ لو (نه +۱) - لو رہ ] =| 






آثبت أن 





(۲٢‏ نفرض أن : ص = لو, (۱ + س) ۰ عندما : سے . فان ۰ ص ه. 
۱ 7 2 ا 5 الطرف الأیمن - ہے ]| هم ( 13 ] 
٠‏ المقدار - ا ل د لو م وه + :۰ با 
١۱-٦‏ لور = نی ۱+ | 
۱ ره هه 
(۳) نفرض أن : ص = لور (۱ + س) ء عندما : س >. فان : ص . 
> + س ی بت ا حل تمارین (؟ - ۱) صفحه .2 بالکتاب المدرسی 
E ary‏ اك و ا أولاً : أختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
د نذا 2 ص ه. و "| لور 2 ) ذ ١‏ ب ا 0 بسا 
)1( ( = يساوى . 
١ 0 004‏ «) ۲ (ح) م ( ۵ 
نا لور را +0 سب ) ۲9 گے 
بن ے . پا سن 5 )۳( نھ ا (۱ ۳ بن )۴ یساوی : 
۱ مس ے 00 
3 ۰ ۱ ۴ ۲ ك 
(ع) المقدار = هش ح ١‏ (6 ع (ب) 2 (ح) 2 (۶) ۳" 
0 


ا 








۳ 


5 

















المتميز للریاضیات احمد الشنتورى التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 
)۳( نها ع حل يساوى .... )٦(‏ بوضع : ص = س + | “.سن = ص | » عندما : س > م فان : ص بے من 
بس ےم ۳ س 1 ۰ || ص - ١‏ 
. المقدار = تهج (۱ + ) 
(() ۳لفر ۲ (ب) + لور ۲ (ح) لور ©) الى ۳ ۱ 5 5 
لو س = هس [را + ) «راعط ] - ها -ه 
)2( ہیں ہے | بن | يساوى 1 5 | ۳ بن بن 
۱ 7 (۷) المقدار = نفا [(1+ 2-) ] = 
0( یی (ب) ۱ (ح) 2 )۶( 2 5 بن + ۳ اغ بسن 1۲ 1 س 51 
الحل (۸) المقدار = ہی ےہ ( بی جم۔) = ایم (۱ + جم ) 
( المقدار = تهج [(1+ل)”] ۔ھ سس و اس 7 
17 ۱ تی ۲ 1 9 = سم [(ا+ س جم ) ×(۱+ س جم ) ] 
(۲) المقدار = مس [ر۱ +س )  ]‏ ۸ 3 = وكير و 
(۳) المقدار = + نها لے = ج لور ۲ )8( المقدار = ۲ × تھ حو( ا م × | م 
(5) نضع : ص = س - | “.سن حص + ۰۱ عندما : سن ے. فان : ص ے. | | چ 
۱ | لور رص + )١‏ ۶ 0 سار - ہے لایس 
٠‏ المقدار = ڪڪ a:‏ ہیں تس سن 
ص ه. سی 
اوجد : ۲ أوجد النهايات الآتية : 
نا ST‏ ې ا ۱ س + ۳ ۱ م ۱ 
(0) س ہے( ۱ +ص ) (0 نھ( ٣١۱‏ سج ) 00 نبا( +١‏ ) 00 نے گے۔۔ 
نا اس بن + لا س ٤٦٤‏ ۱ 7 ۱ طتا 
(۷) و (۱ +7 ) (۸) تس ( مس بم (۱۳) نها بح (5) نها (۱ +۳ طا س ) 
م نبب لور را +۲ س ) م نهب لور (۱ + سس ) ۱ 9 ۱ لور (۱+ ۳ س') 
( سے لت ا سس ہی ا 0 کی ۲سا 
الحل اد 
5 بر ۰ ا 7 : سے + من ۳ 1 1 
(0) المقداد - ےم (1+ جي) « ہن (۱ + س2 ) (۱) المقدار = سا [را + جي ۳ زر بح ] هو 
سس بح 
= الم « | = 
: 


اک الننتنتومی أحمد ااا أحسو الشتوہی 





اھ 


5 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
(۱0) بالضرب بسطاً و مقاماً × 4 ٠‏ 























٢-١ 7 7‏ مشتقة الدوال الأسية و اللوغاريتمية 
ش المقدار - تھے 1 _ - نها[ لي »× [ ! 
سے ور ہیں دیحو ہا و اق نعلم اه : 
۱ ۳ 2 س نما ه -۱ _ 
ات ات وا ار ۴ سل 1 ہس > . س ۱ 
)١-( » | <‏ - - | مشتقة الدالة الأسية ذات الأساس الطبيعى : 
ع س ۰ فس ال .- ا 56 / میس 
]سن ے . 1 
البرهان : 
7 5 ا سس و 
رم0 المقدار = نها (ا + )”= وا اسه ا ×۶ 0 
۳ 5 +و بن و 
.۰۰ : ھ ‏ ھ _ ني ۱ھ رھ دا 
(00) بوضع : ص - ۲ س +| "۲ س - ص - | ٤۹ء"‏ و ا سم 
؛ ہس سے دص _ = ۽ عندما ٠‏ بن ے ص فان : ص هبي سن 5 1 س ا 
۱ ۱ ۴ص - + ۴ ۱ 1 ٣ص‏ - < ۸ نیت = 2 × | ح لم 
٠‏ المقدار = لا ریت( ) ص هومن (۱ ۲ ص ) ہو . 3 سن عت 
۲ ع ص # 1 ۲ ا ای ان ۰ 2 = فر 
= ثیح [را+كے١)]‏ بال رر تہ 
ع ا : اجابة حاول أن د صفحة 
درو yT‏ جع ول ن تحل (ا) 11 
۱ أوجد کک ادا کان : 
۱ + ۳ بن 
(03 المقدار = ۴ × ی < »ام () ص = ۵۲ + ھتاس 
0 ض مه 
(ب) ص = 2 حاس را ا ي 
الح ۳ 


۰ )( 


JF‏ بن حتا ۲ س 


۹ 


دعم ۲۶۰ حا س 









احمد الششتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


(ب) ‏ ص  -‏ حاس 





3 من ٦س‏ 
() © ص د ۲ بس + ۵ خا - ۲ +۱ 9 
و ی مد 2 = و ۲ ( حد قا س - 
عيبن = مه حتاس + 2 حابن = ۵ ( حتاس + حاس ) (ب) ۰ ص = ۳ ۵ 2گ ے س قاس طاس م 
9“ ؟ سن بسن ۳ 
(ج) ” ا طا (ح) “ ص = (ھ + له ) 
8 00 7 ع ص ؟ من س ۲ ۴ بسن ٣٣س‏ 
۾ وض _ طاین و ”او امن _ ف (طاس - قامن) ب رجگ دا عرو دم ) AF)‏ امھ `( 
و ال ت ہت 
طا س طا ہں 


مشتقة الدالة الأسية للأساس ۲ : 
اجابة تفكير ناقد صفحة ۶۲ 


¥ سر ¥ / ہس 
اذا كانت : د (س) = م فان : د (س ) = م لو, م 
ما العلاقة بين ميل المماس للمنحنى : ص = مر عند أى نقطة 











و البرهان 
عليه و الاحداتی الصاد ذه النقطة ؟ فسر اجایتك ۱ و ( 
۱ ند لا نی ی لهده شسر 4 ۰ 3 ۰ ۱ 9 7 ھ 7 7 خراص اللوغاريتمات 5 
بسن ١‏ 7 ۱ ہیی تو ۲ سی من لور ۲ 
باص د ور عضا = ميل المماس للمنحنى عند أى نقطة عليه = و د -[م + ]| - م 
کک = ص ای أن : ۱ 5 2 () ے .غ۶ م 
ميل المماس للمنحنی عند أى نقطة عليه هو نفسه الاحداثی الصادی لهذه النقطة 07 رف 
3 3 2 
قاعدة السلسله ٠‏ 


إذا كانت : ع دالة قابلة للإشتقاق بالنسبة إلى س › 

















و بوجه عام فإن : 

داع مه ام .اع 7 و ء۶ 3 1 1 4 
(ج) - اٹ : کی (ف )ك ع مت (۲ P=)‏ لىىم. عع 

إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ]5 ۲ ۱ ٠‏ 

۱ 1 حایه حا ا“ صفحه 

آوجد ۶ 1 إذا كان ۰ 0 ۳ سین 1۳ 
٦س‏ ۳ و سس لب ٠.‏ 
(() ص = ]بن + ۸ (ب) ص = ۳ ۵ ل ۳ 
۲س ۲س )۳( ص = 0 (ب) ص < ٢‏ 
(ح) ص = (ه "+4 )ا : 
س ۲- و 
الحأ 


(ح) ص = م ۰ 
الحأ 



























أحمد التنتہی التفاضل و التكامل ( ۳) ثانوى 
ویب م| س؟ + سس ۱ مشتقة دالة اللوغاريتم الطبيعى : 
5 ع ع إذا كانت : د( سن) = لور س + بسن > 
نضع : ۶ = بن + ۲ س یس س - ۲ بس + ۲ 
ع ع فان : د (س) = لد 
۱ 5 . عص ۰_ ی ۰ س 
0 ےئوھ گر البرهان : 
2 ۰ 
٠‏ جرد كك × یں سم × لوھ × (۲س +۲ ) × ادا كان : ص = لور سس فان : س  <‏ " 
ن ین ۰ بے جيه اجه + | ¥ جم 
رٹک a‏ × بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
1 مر کے د عمد _ ۱ - ]1 
حل اخر ۱ | ح 2 عبن E‏ 
من + ٣س‏ 
٠‏ ص = م بت 5 5 
۱ 3 ای أن : چ ( لور س ) = ب 
مر کت ے م76 ''“ »لو م »× ع + 
۰ میں > و ع ہس ( س س ) ملاحظات ٠‏ 
ینا سن : ۱ 
3 × لور ۵ <(۲ س + ع ) (۱) ادا كانت : د و سن) = لی ( بن ) »> من < 
ق 
۴ وک زم ات ے ا ۳ 
وا صر J‏ فان ٠‏ د = 2 سس = 
قا" س 5 ۳ 3 ۳ زب ) 
ضى گا دم × لو ۲ × بی ( قا س ) و بصفة عامة : 
ع ۶۶ ۱ 
ےس ور ۲ « ( ۲ قاس طاين ) ع بن [لى |س|]= ص لکل ہس ےس . 
(ه) ب ص ‏ و" رس 9 )٢(‏ لور (-س ) له معنی لکل س < . 
من یبن - 0 من بن؟- 0 له : > , 
۳ ںو" ۱ ہم ۱ × لور م × ۲ سس > لیس معنی لکل س 
من س؟۔-۔ 0 جابة حاول أن ت صفحة 
ے ۵۲ م (۱ + لور ۲ ) إجابة حاول أن تحل (2) 1ج 


1 ۳ "۳ 
(0) ص = 0 - ۳ لور سن (ب) ص = بس" لور س 
| - ۲ لور س 


٢ )<(‏ لورس 





الحأ 
7 ا ے وص ۱ - ۳ 
(م) “ا ص = ۵ - ٣‏ لور س KTS‏ و ا 
(ب) ۰ ص = مس لور س 
۱ 
3 ےی بن' × بی + ۲ بس لور س = س + ۲ س لور بن 


| ۲ لور س ۳ 
و ص سے رز =(لورس) ۲ 


۱ - ۲ ۱ 1 
۵ ی = - ( لوو س ) TT‏ 


اجابة تفكير ناقد صفحة ۱۳ 

ما العلاقة بين ميل المماس للمنحنی : ص = لوم س عند أى نقطة 
عليه و الاحدائی السینی لنقطة التماس ؟ فسر اجابتك 
الحل 


۱ 
:+ ص = لور سس ۰ مد - ميل المعاس = بل 
ی أن : ميل المماس للمنحنى = مقلوب الإحداثى السيشلنقطة التماس 
قاعدة السلسلة ٠‏ 
"۳ كام  .‏ ۶ ت ا 2 
و بصفة عامه ۰ 
إذا كانت : ع دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س فان : 
/ 


و 
[ لور ۱ع ۱ ] ع م 








3 
۶ سن 


4 7 ۰.۰ ۱ 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


إجابة حاول أن تحل (0) صفحة 50 
1 ء ص د . 
اوجد E‏ لكل مما ياتى : 


(۳) 





ص 





لور (۷س- ۳)' (ب) ص = ۲س" لور س" 


بن 
(ح) ب > إلى مس 
الحأ 
(() “ا ص = لور ( ۷ س - ۳) 
ف ھا ے ۱ 3« ۳۳ ۲ 
3 عبن (۷ س - سر" > عبن ( ۷ س- ۳) 
٤ ۱ 0 ۱‏ 
(۷بس- سر" ٢‏ ( ۷ بس - ۳ ) « ۷ 7 لابن ۳0 
۾ (ب) ٭ ص = ۲ س لور سا 
۱ از عد = وس لور سس" + عن" × سلج × م مس" 
= 5 س لور سس ' + 5س 
وه سن 
۷ با ورس 
وض _ ورس ×٦۔‏ سن × عن _ لورس ا 
7 (لور س )" (لور س )" 


إذا كانت 


: / 
فان : د (بس) = 


البرهان : 


: د(س) = لو س 





۱ _۔.۰۱۰ ٠‏ 
= بل لو ھ 


س لو م انف 




















× 
|| 


سا ہ۔ سد 
و بوجه عامة : 
د ( ع ) = لورت فإن : 
2 25 ۱ 
وس ( لب اج و 
۴۰ 
إجابة حاول أن تحل (7) صفحة 57 
أوجد ميل المماس لكل من المنحنيات التالية عند قيم مس المعطاة : 





وس اتح 

















(م) ص = لو ۵ بسن 4 بن = ۲ 
(ب) ص = ع لو (۳ س + ۱) > بسن | 
(ح) ص = لی (۲س"- ۳) > مس ا 
(۶) ص = ۳ ( لوس ) > س٣‏ 
الحأ 
۱ 
() " ص = لو, ۵ س مد هن × و س لور ۲ 
و ۱ 
.. ميل المماس = 1[ 2 1 لور ؟ نہ ۰,۷۲ 
وه الت شس 
(ب) ۰ ص = ع لو (۳ مس + ۱) (۳ س +  )۱‏ لور .۱ 
۱ ۱ ۱ 
5 و ۷۳ چپ ۷3 #۴ 









التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 





“. ميل المماس = [ ۶ جب ا ول بح ٣‏ 


(ح) .۰ ص = لو (۲ بس"- ۷ 








ع ص | ۱ ۲ ۳ 
۾ كعد ے سس × 5 ( ٣‏ س ')۳٣‏ × وس 
عبن جس عم لوم ۲ 
ف ۱۱ مر 
0 س' - ۳) × لور ۲ 
ع ص 
“. ميل المماس - [ س ا سل نہ — ۲۳,۸ 
۳1 
3 (ع) ٭٠‏ = ۳ ( لوس / 
۱ ا عض _ 58 | ۱ لوس 
TT‏ © ی میں پر یں 
عم ص 
“. ميل المماس = [ عبن ار رب = ا نم وا 
لو * 


إجابة حاول أن تحل (۷) صفحة 57 
إذا كان العمودى للمنحنى : ص = لور ۲ سس عند النقطة ۲( ۰۱ لور ۲) 
يقطع محور السينات فى النقطة ب أوجد 7 ب قرب ثلاثة أرقام عشرية 





الحل 
۱ ۱ 
() ص = لور ۲ س SS‏ ۰ 
. ميل المماس - ا 


د 
٠»‏ معادلة العمودى عند النقطة ۲( ۰۱ لور ) هى : 
ص - لور )١-( = ٣‏ × (س - ۱) 


ای : من + ص - لور ۲ - |= . 





| 
المتميز للرياضيات 


6 ي* العمودى يقطع محور السينات 
إحداثيات نقطة ب هى : ( لور ۲ + ۰۱ <( 
راب ) -(لى,ع+ا- اع + (. 


= ( لور ۲ ) + ( لور ۲ )" - 
“.ا پ < ما ۲ لوم ۲ 


الاشتقاق اللوغاریتمی : 
يمكن التعبير عن العلاقة بين المتغیرات بصورة لو غاریتمية باخذ 


اللوغاريتم الطبيعى لطرفيها و استخدام خواص اللوغاريتمات فى 
تبسيط العلاقة قبل إجراء عملية الاشتقاق 


لور ۲ + | 


- لور ۲ )" 
۲ × ( لور ۲ ) 
طول ۲ب = ۰,۹۸ وحدة طول 


= ۹۸. ای أن : 


إجابة حاول أن تحل (۸) صفحة ۶۷ 
أوجد ع لكل مما يأتى : 


۲ س 





۴ 


(۲) ص = مس (ب) ص = (حاس ) " 
(ح) ص' = ۳" × ۲ 7 
الحأ 

٠ (۳)‏ ص = با" بأخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرفين ينتج : 
لور ص = ع بس لور سس باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى س ينتج : 
وخ و ای اش مز = ۲ لور س + ۲ 
مس - ۲ ص (لورسی +۱ ) اش 
لور ص = س لور حابس باشتقاة و 
علي عص = لور حاس + س × سلب × حا س 


فتتوری التفاضل « 






۲ 3 ١ 
جره ييا ان لور خامن + امن تاس‎ 


= ص ( لور حاس + س طتاس ) 

= (حاسن) (لوى, حاس + س طتاس ) 
سر “Fx‏ بأخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرفين ینتج : 
ب = س لور ۳ + ص لور ۲ 
باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى س ينتج : 
رگ بر عص عص 


2 
۰ 


کے ھک ارركم × لوہ ۲ 
لور ۳ 
. ع ( ل - لور ۲ ) = لور ۳ 2ج 

حل لور ۲ 
اجای4 حاول ی سا 
اذا كان دص = آثبت أن : 

/ 

بن ص ص“ + ۲ ص ص" _ بن ص" = . 
الحل 5 
٠‏ ص = ۲ و 0 بأخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرفين ینتج : 
لور ص = لور ( + بی بالضرب × س ينتج : 
س لور ص = س لور م + ب باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى س ينتج : 
اور ص + سن × رت × = لور م ) بالضرب × ص ينتج : 
ص لور ص + من ص" = ص لور 


باشتقاق الطرفين مرة أخرى بالنسبة إلى س ينتج ۲ 


۱ 
ص" لور ص + ص برحل × ص' + ص' + سس ص 


= ص لور م 


ص" لور م 


ل ض بج ی بو من نا 


بالتعويض من () ينتج : 





التحامل ( ۳ ) نانوی 


بوححجتحح7<7ج77جججج7ج7_ب؟؟؟؟؟؟ا؟ا؟ااااا!9 چ چ چ ڪڪ 
المتمرز للریاضیات أحمد التنتتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 





/ / // / ۱ / 
ص لور ص + ۲ ص + س ص = ص × ( لور ص + س ا جا × ص ) 











۳ ص حل تمارین (۱ - ۲) صفحة ۳ بالکتاب المدرسی 
بالضرب × ص ينتج : 
ص ص لور ص + ۲ ص ص + ين ص ص“ = ص ص لور ص + س ص" أولاً : أختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
ص وچ ضس سی ا ایل (0 إذا كانت د (س) = 2 " فان : دارس) ےس 
/ / _ یئ سق من ۲ س 
سن ص ص + ] صص ۔ من ص =. © د" ہم مھ" ہم ۹د" ع سم 
حل آخر 0) إذا كانت د (س) = 2 ” فان :دا( ۴) - ... 
3 / 
ص سو“ باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى س ينتج : (() -(۲) ب - (۲) (حم) - در ]) رع د ۲) 
۹ % پچ : 518 
ری ب ۱ ۱ لت لا ارس سای رم حر سی 
دو اب ساي و سن وو تح کے منحنی الدالة مر : مر (س) = لور س بالانتقال 
۳ . / 
مرا ا ۳۳ () (۲۰۱) @( (۲-۰۱) (ح) (‘TT‏ رع (۱۰۲) 
باشتقاق الطرفين مرة آخری بالنسبه إ ينتج : ۾ ت 
7 سس پیج النسية بده سا | ۱ 5 رسن بد 
برض جع یس ضا ص ب بالضرب × ص ينتج : ۱ )2( به بين ميل مماس المنحنى : ص لور ماس +| و 
س ص ص“ + عم س ص ص' = ص( ص ب ) ميل مماس المنحنى : ص = لور ماس +| عند س = ۲ 
بالتعویض من () ينتج : ۱ ۱ کلسبه ‏ .... 
س ص ص + عم بن ص ص = ص × (س' ص ) (© ۳ : ۵ ر(ب) 0 : ۳ (حم) ۱:۱ (ع) لور ۳ : لور 0 
بن' ص ص" + ٣س‏ ص ص = بن" ص" بالقسمة + س ينتج : د ۳ ۱ 7 
بن ص ص' + ۲ صص' = بن ص" أى أن : (۱) ۰" دس ) = 2 درس) = ۲ 


سم ا اک 0 درس = ۵" ارس ٤ھ"‏ 
ردي = -د(-۲) 
(۳) ۰۰ د (س) = ۱ + لور رس ع ) :سح (س) = لور س 
“. منحنی الدالة دزرس ) = | + لور زس - ۲) هو نفس منحنی الدالة 
م (رس ) = لور مس بالانتقال (۱۰۲) 








۳ 


المتمدز للریاضیات احمد التتتتورى التفاضل و التخامل ( ۳ ) نانوی 

















)5( ص = لوم ۳ ہیی اس + 1 00 ص د جس“ 'م اس ۳ ۲ ۳ صا ساس ۳ × لور ×( ع) 
= ۰ تب ۔ ا ہے لكك ا ۵س!؟۔- ۳ 0 ہن - ۳٣‏ ۵ؤس؟- ۳ 
TE 6‏ ہے رس +۲1 (۸) ۰۰ ص = نا صا = و × .اس = .اس و 

۱ / ۱ 07 ,ر ا _ ۲ 
:. ميل المماس ( م ) = [ ص ا۔م ۱+۲(۲) (۹) * ص = لور( ٣س‏ ۷) ٭ تک وين اي “*؟ عبى ين 
٠‏ ص = لور اس 137 00 ص = لور ( + س'+ س ) 
ك0 ۱ 9 0 5 ۱ PFT‏ ۱ "0000 لله ۳۳ 
ےل ماس +ا باس ٦+‏ ۲(س + |) 70 جس + س 
/ ۱ ۳ 
:. ميل المماس ( ع, ) = [ص ]. ۔ - 7T‏ 00) :۰ ص = لور جر 
fi f‏ < ۱: | و بن + ۷ (س + ۷) × ۲ س بسن" | 
٭ .۳.۰ 7۰ ۳ 5 

: کی و ۱ بن ( س + ۷) 

أوجد المشتقة الاولی لكل من e‏ س +ع س س+ کا 

(0) ص - و ”سا () ص و سكاس ET‏ س ( س + ۷) 

e 0‏ م ۵سام (۱0) ۰۰ ص = بن لور س 
ee ( e‏ 1 # ص جد من لور من + من؟ اب ساس (لور س + | ) 
١ 9‏ 
(۹) ص = لور (۲ س - ۷ ) (ا) ص = لور ( ج س + س ) (۱۳) ۰ ص = لو (ع س + )٩‏ 
سن" ۲ / | 
= = .ا ص اح سس ٩‏ × 5 
(1) صا = لهم بى ۷7 (۱۲) ص x UT TET E‏ ۲ (ع س + 4( x‏ 
r‏ 0 ۸ 


۳ ص = ٤‏ بن + ٩‏ ۶ ص = ۸ 
د وم ( ٤‏ س ( 00 لو سس (5 سن + ۹) × لور ۳ 


جه سن ۳ من حصن 
0) ص = قا (03) ص = ۵۲ "- ولو سک وس 
) توم (12) ' ص = کی 





۱ ۳ بن ۳ بن | 
س9 2 سس8 لوس ب سو "۳ وای ا 
(0) ۰ ص = و " صا ےھ ۳ × وإ = 0|ں و ۲ . صا - س لور ٠١‏ 
7 ۱ 
سا س / سسا سس ٣‏ ۱ ( لو س ) 
e =‏ = 2 دم بن 
لسن 0 e‏ و" ( ۳ سلو س × لور ۱ -1) 
حم 1 
(لو س ) 























للرياضيات أحمد وى 
_ قاد گ حا ` 
e‏ ا 0) ص = س ” (۲۳) ص = م 
۰ ص = قا ۵ طا 2۵ × لو = لو قا 2۵ طا 2۵ بى ك 1 
سس بسن (۲۶) ص = له (۲0) ص = بن 
)٦‏ ۰" ص = ۲ 2 ۵ لو چ 
)01 6 الحا 
2 س*ًٗ۔ و'” وي ه x‏ ۱ = وھ ۳ - _ 1 سن ۳ سن / سن سن 
سا لور ۲ دن لور ۲ ((۲۰) ۰ ص ل دل ص م اص 2 د ےھ لہ 
1 ۲ 7 ور ۶یا 
أوجد ميل المماس لكل من المنحنيات التالية عند القيم المعطاة : کا ص + ص کم و منها : e‏ 
1 
05 ص = ماس - 9۴ 7 > من = ل لور ص + ص × ص × س =. 
ص لور ص + ص = 
(۱۸) ص = بسن" ۳ لور من ٠‏ من = ۲ لور ا _ ص لو, ص 
)۱٩(‏ ص = ۽ 2 - ۲ لور سرا ے سح ۽ عض _ - 0۵۸ ص 
الحأ ہیں ہیی 
بن 3 | من ۶ # 
۷ ۰ص ءاسن ع لم ا ص = - ۲ 2 بأخذ اللوغارية ن ينتج : 
(۷) “ا ص حت 27 ور باخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرئین ينتج : 
۱ 1 بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
“. ميل المماس = [ ص ]. _ ,= 1 ع ه بح - 0۷,ا ۱ 
د ۱ ين لور س + كا س × ب- 
۳ کے ہے ۰ = ڪڪ 
اا ا ا ص = ۲ س ۳ × بن دح ص حتا من لور من + ص حا من × بل 
= = هد کے 2 بن من 
". ميل المماس = [ ص ]._ < و ئا دج كم کا ی ا س + ا اسا 
7 ؟ من 1 1 ٣‏ من || 7 حا 
)٩(‏ “ص = + ۵ ۲-۲ لور من دص دجو ”ہي = سس ۲ ( ھتاس لور س ہے 
/ 3 5 5 5 
“. ميل المماس = [اض  _.]‏ - ال هم اع بح - ۲,1۶ (۲۳) ۰ص د 9“ بأخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرفين ينتج : 
لور ص = 22 لور ۵ د ھ " بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
۳ ع ص + # 4 بر کی ۶ ٭ ¥ پډ جه e‏ 1 بن 
اوجد FEF:‏ للمنحنيات الاتیه عند النقط المعطاة 5 ۳ حل بر صا وات بر ع _ ص و ۳ دم ۳ بر وة 


(۲) ص ۵ کے و (۲۱) س لور ص = 0۸ 





(۲۶) ۰ص - و ۰ باخذ اللوغاريتم الطبیعی للطرفين ينتج : 
لور ص = بس " لور ۵ = س ٭ بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
چپ من - و و - ۱ 
ص 5 
عا - صو س ' دوس ۵ 
(0) "۰ ص = بن تن بأخذ اللوغاريتم الطبيعى للطرفين ينتج : 
لور ص = ل لوم س بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 


۱ ۱ ۱ 








۳ 
ہیں ہیں 


۰٠۰ 
) او نے باس اج کچ و ہہ بو مو یہ ( ۱ - لور س‎ 
ص‎ 





مق" 

= < رہ ۵ ( | - به ) 
٠‏ = ع یں 
(TV)‏ س 5 لور رہ سس 

۳ 
ص = رو د 
ار _ ان. ی 6ے ے مر - 
عبن ” ورم + ورم ٢یہ‏ × و > 
عاض _ ع روصم ۶ دعص 
٦‏ = وبى (مہں ) = عورە ( عيبن ) 
ع بن 

3 ےگ 3 یہ _ ؟ 

- یی (2 له ) × 3 = بم × 



































أحمد السثشتہی التفاضل و التعامل ( ۳ ثانوى 
و ”ے۔ ( درد ب سیر سر ۰ ص = ۹ سس" - ۸ لور س ۰ ص = ٣۷‏ س؟- ۸ 
e 3 3 1 =‏ 0 ا / ہں 
ء رو“ لص سر ساپ »> *.“" المماس // محور السينات .. ص = 
ع بن 1۱ ۱1 8l‏ ۰ 3 ۷ س" - ۸ س . و منها : ۲۷ من" ۸ .. س = 
1 ۳ 
T+ =‏ ++ رن وھ" ای أن : المماس للمنحنى المعطى يوازى محور السينات عند س = £ 
5 ۰ ۰ ۳ أوجد معادلة العمودى للمنحنى : ص د ۳ > عند نقطة واقعة 
(۳۰) ادا كانت : ص = س +۱ اثبت أن : ۳0 5 ۰ 
س - | عليه و احدائیها السینی یساوی - | 
/ 
(س*-۱) ص + عبن ص = . ۰ / 
الحا ا ہہ ص سے ٣‏ و ”٣ء‏ عند : س د | فان : 
س + | 1 يأخذ اللوغا ۱ للطرة ص = و ا ١‏ ص" = ميل المماس = مره ' 
7 - ۳ ۳۳ بأخذ تم الطبيعى ين ینتج : 
ص 7 ريدم کین يدنج .*. ميل العمودى = - م > معادلة العمودى هی : 
- 3 0 1 8 
تور ص = + [ لور (س"+۱) - لور رس" -۱) ] ص طم 'ے (- ده ) زس +۱) أى: 
بالاشتقاق بالنسبه إلى س ينتج : ۳ 
۱ ۱ ۱ م س + راص ۹ھ - و -. 
رد × ص = +[ × )سن ×× سس ] 
سر = ۰٠‏ # جم ٦‏ ۰ ۰ 2 پیب بر مه مه ها ے.. 8 
اا (۳۳) ادا كان الإنتاج اليومى لاحد المصانع خلال فترة زمنية رہ (يوما ) 
دالم _- ۹۹ . 
بالضرب × س )١‏ ص ينتج : العلاقة ری یہ ۹۹ 
۱ 0 حد جد 
تھی ص سض ساد رت جس یس پنعیں من ۽ ص 2 را 2 ) و و اوح 
۳ ۳ معدل التغیر فی عدد الوحدات المنتجھ بالنسبة للزمن فی اليوم العاشر 
= س ض ‏ بس ص - س ص - ين ص الحا 
- ۲ بن ص — ل.. یہ 
ETT‏ لقن , “” ص = .2 ( ۱ - له ( 
. عوص دو ے دنين 
۱ جک ح .2 ( - 2 × — ۳.. ) = .]| ھ2 
(۳) آوجد فيم س التى يكون عندها المماس للمنحنى : . دعصم ] معدل التغير فى اليوم العاث "A‏ 
37 5 = 2 ل سر = و 
ص = وين" ۸ لور س موازیا لمحور السينات ۶8۳۲+ ١‏ 


الح 








ا 






المتمیز تلریاضیات احمد للننننتومی التفاضل و الكامل ( ۳ ) ثانوى 


(۳۶) إذا کان انتاج خلية نحل من العسل یعطی بالعلاقة : 
ص = (رہ + .۱ ) لور (مه + 0 ) جرام بدلالة عدد الأيام مه 
آوجد معدل تغير انتاج الخلية عند : رہ = 0 ۰ ره = 10 


۲ - ۳ تکامل الدوال الاسية و اللوغاريتمية 
التکامل غير المحدد للدالة الأسية ۰ 











رہ = .۲ » هل يتزايد إنتاج الخلية من العسل أم يتناقص ؟ تكلم اه : 0 ۱ 0 
الحل (ا) ادا كانت : د (س) = 2 فان : د (س ) = 2 
ص = (رہ + ۲۰۰ ) لور (یه + 0۵ ) )۲ إذا كانت : ع دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س › 

۱ 8 : .2 و 
ع2 = (بہ + .ا ) × تیچ + لور رنه + ۵ ) × | درع) =۵ فان : پٹ (2 )= 9 ئط 
رٹ ره = ۱.0 x‏ للب + لور .| = ۱۲,۸ ہہ سار ۳ 
(0 ]ھ ےس دم + ث 
ند ]ر < ۱6۵ × ل + لور .۲ = ۸,۷ )٢(‏ اذا كان : لى عدداً حقیقیاً » لى د . فان : 
۹ > ے ل و اث 
HE] -‏ <۳ »ال دورن - ۸ ۱ * بن كم 
۱ (۳) اذا كانت : د(بس ) دالة قابلة للاشتقاق فان : 
“. إنتاج الخلية من العسل ام يتناقص د(سس) / د( س) 1 
| 2 . د (س) ۶س = 2 + ث 


حیث ۰ ث ثابت اخنیاری 


بيه 


حاول أن تحل () صفحة 0۱ 


اوجد : 

() 71 2 ” ءس (ب) ۵-1 ءع 

(ج) 21-1" ”ءص م ۲۱,۳ و ءن 
الحأ 


0 المقدار = ع7 ۵ " + ث 









المتميز تثریاضیات احمد الشتتورى التفاضل و التکامل ۳٣‏ ) ثانوى 














1 ۱ دوج 1 ۱ - مع 1 کے ی ان 
(ب) المقدار  -‏ ال ا و + ث = سے ھ + ث *. المقدار = + ۵1 ( ۲ س - ٩‏ ) ۶ س 
(ج) المقدار = ل × - ٩‏ 9 ”+ ث وو“ ” اث رس وس ده 
۲ ۱ ۱ - ماع له = ۲۷ ده ۱ 
(ع) المقدار ‏ = - حك × ۳ ما ۲ م + ث 2 ٣۳ھ‏ + ث 
"١ ۱‏ التکامل غير المحدد للدوال اللو غاریتمیه ۰ 
حاول أن تحل (۲) صفحة 0١‏ ا 
آوجد : كلم اه : 0 
بن - امن سس E‏ << بی 8 > ےم 
() | م اف ك ضس (ب) [(س" + م ) ۶ سن س ( لور س ) سس حيت : بن 
۳ 1 
ٹس ےو 2 کے( لور س ) < ا حيث : سن < . 
(ج) |( س5 + ۰ ) ءس 3 اا 220 
حه عام فان ۰ ۶_ سس شش .۰ ۱ 
ا و یه م فان : سے ( لور | سب |) د حيث : من م 
= ۲ سس - ۲٣س‏ 0 0 
() لمقدار = ۱(1+ه )ءس = س  -‏ ۵ + ث ای أن : الدالة لو | س | حيث : س + . 
(ب) المقدار = ۲ س + + ث إحدى المشتقات العكسية للدالة ل 
٢ھ‏ + ۱ ۳٣‏ 
0 - .گے ل ۶1 2 بش ۲ 
(ج) المقدان - میب + ۴ لاحظ : 
لی (- س ) له معنی لکل س < . . ليس له معنى لکل س > . 
حاول أن تحل (۳) صفحة 0۲ ۳ 
حاول ار رو و على ذلك فان : 
اوجد التکاملات للتالیه : ۱ 1 
1 حاس بل ءوس = لو | س | + ث حيث : س +± . 
() | (حتاس ۵ ۰ +۳ سس ) ۶س ا وا ۲ 
(ب) | من" ومن + ن ملاحظة : 
ب) | (س - ۲۳ ) له کے دے 3 هی وت بیو ماه : 
7 84 إذا كانت : د دالة قابلة للاشتقاق ء د . فان ۰ 
۱ ۱ سس ین بله للإشتقاق » درس ) كو . فان : 
)۳( مو ۱ حا بن رمك حتا بن | TT‏ . د ( بسن ) ۶ سن = لو, | د (س ) | ٣‏ ت 
. المقدار = م 2 + مين + ث 
(ب) نضع : د(س) = بس" 8 بن + 0 درس - ۲ من - 1 
۹ 


و 









المتميز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 


حاول أن تحل (5) صفحة ]0 حاول أن تحل (1) صفحة 0۲ 




















أوجد : أوجد كلاً من التکاملات التالية ٠‏ ۱ 
لو ۳ لو س' طتا اها فتلت 
اد 5 و (() | طتاس ءس (ب) | ےج ءس 
(10 دعس )نیو ءس ےہ 
10 س (ج) ]اس 0 ما سلو سس" 3 ره( عسي وس 
() المقدار = لو 1۳ ا وس دلو ۳ × لو | س | + ث الح اللا 
١ ۱ 1 ۱‏ 1 / 
(ب) المقدار = ملو 1 پل ۶ س = وج × لور | س | + ث (۲) المقدار = اس ی ,۲ 505 ء سس = لو | حاس | + ث 
۱ ۲ لو س 7 د a‏ (س-۲)(س ۲ 1) 3 ۲ 
(ح) المقدار = 1 × ےر ء۶س = ۽ 1 جس ء س . (ب) المقدار و ہے حس چب وی = 1(1- ) ء س 
 <‏ لو | س | + ث = بس - ۲ لو | س | + ث 
المقدا ا ہشامت 5 دورس" ٩+‏ س +ا) 
۳۹ 7 (ح) المقدار - 14 50 ۶)1٣‏ مهس ,م 
حاول آن تحل زو ا ۳ بن" + بن + | / بن" +3 سن + | 
د م“ التكاملات الثالیة . 
اوجد ".000 التالیه : ۱ = ۾ لو | س" +۹ بس +| | + ث 
بن 6 بن 2 ١‏ 
() | سس وس (ب) ] ل عبن حاول أن تحل (۷) صفحة 05 
1 اذا كاه المما نحنى, الداله ند أى نقطة ۰ 
16 ( اس - ل ) وس 0 00 دو و بي دی الت یہ و ات 
۱ سس يساوى سے و کان د(2 ) = ج اوجد د(]2 ) 
۱ ۱ الح 
(۲) المقدار = 1 (۲بس - ۶ × بے ) ءوس = س' - ۶ لو | س | + ث 7 هيل العماس عض ے ١‏ 0 
وس - 
چ0 وو EO‏ 5 8 ۱ ے ۱ 0 (۲س -) 
ون جج پچ" سس ی۔۔ تی )واس ص = ]یچ ء۶ س = ج ا تمد وس 
١‏ 
= س + ۲ لو | س | + ث = جلو | ٣س‏ - ۵ | + ث 
(ح) المقدار = 1( س - ٩‏ + جح )ء س < دره) = چ ہے لو ]٣س‏ -وإا+ٹ 
= سن" ٩‏ س ٩+‏ لو | س | + ث . اح لو ۵۲۱ - | + ث .۱۰ 2- لو | 2 | + ث 
.۳ 





و 





| = | + ث ۰ ث = صفر .ا ص = چ لو ۲۱ س - ۵ | 
۰( ) < چ لو |2 - 2 |= چ لو |۳| 
= ج (لو ۵ + لو ۳ ) = + (۱ + لو ۳) 


حاول أن تحل (۸) صفحة 05 


إذا كان معدل تغير مبيعات أحد المصانع يتناسب عکسیاً مع الزمن 
بالأسابيع ء و كانت مبيعات المصنع بعد أسبوعين و 5 أسابيع هی 
على الترتيب ۲۰۰ ۰ ۳۰۰ وحدة ء أوجد مبيعات المصنع بعد ۸ أسابيع 


الحأ 
بفرض أن : مبيعات المصنع فى أسبوع = م ۾ غ م ا 
سس حيث : لم ثابت د صفر 


م = 1 لے ×× ءنه = ل لور رہ + ث 


> ٭ بعد أسبوعين : م = .۲ 
> بعد 5 أسبابيع : م = ..۳ 


بطرح )١‏ من (۲) ينتج : ٠٠.‏ = لك ( لور ۶ - لور ۲) 
:۱ = لم لو 2 “. .ا = لى لو ۲ 


> بالتعویض فی (ا) ينتج : .۲ = × لور ۲ + ث 
۳۹ 


7 - ئا + ث و منها : ث = .| ہم‎ 2 ۲۰۰ o 














۰ = عر ۳ لور ۳ + .ا 





5 ے ie‏ 
کر ۸ لوم 
لے 


٠‏ کر = ۸) = ...ل + ,ما = ٤...‏ وحدة 
ای أن : عدد مبيعات المصنع بعد ۸ أسابيع = ..5 وحدة 


ا 


" لاحظ أن : رہ > . 


7 ۰ = ل لور ۲ + ث ۳( 
. ۳.۰ = لى لور 5 + ث )۳( 





و منها : لك ر لړ 








۳ 


أحمد التنتہی التفاضل و التکامل ۳٣‏ ) ثانوى 


حل تمارين (۲ - ۳ ) صفحة 00 بالكتاب المدرسی 
أختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
(0 إذا كان : دس ) = ±( + )۰ و(.)- 
در <. فان : د(بن)- 
() - د رس ) (ب) د رس ) 


(ح) - درس ) (۶) د رس ) 


۱ یساوی ع 7" > د (۰) - ۲ فان : د( ۴ ) = 
©> (ب) عم (ح) ۲ (۶) ۲ 2 


(۳) | طاق 0۶ = 
77 م 
(ح) لو حتا 0 + ث 





(ب) - لو حتا0 + اث 
(۶) لو | حتا 0 | + ث 


() 1ء س و” وس -. 


۱ 1 
() + هه + ث (ب) م 
1 1 
(ح) ۵۴ ٠‏ + ث (۶) ۵٤‏ + ث 
الحأ 
(0 ۰ دارس) = + رھ ”+ھ ”) 


ہ از = درو ہبوت وس ره ”)دث 


۲۱ 









5 


تی للرياضيات أحمد نلو ری التفاضل ۱ التكامل ۳ نانوی 


1+ +ث ومنها: ث - و (05 ۱ وس‎ )۱-۱( + =. e 
1 سے د‎ ٠ 

درس)- + (۵ ده ) (0) 1 وين (دا) 1 قاس ء بن 

٩‏ بن - س ۹ سن ,0 7 سے طا 
درس) ]1 ره "و )ءس = چ( + ١‏ )+ث 500 
ہس 

بر ١2‏ “ماد دراب بدا ومنها: ث'/- . (۱۷) | تسد ءس (۸) 1 - سس 7 
۵ ہے دوو و س قا س طا 

(سص) 5( ( رس ) (9) ۱ کے وس تی ۶ بن 


)۲( 3 ميل المماس - اس = 2 و“ 








۳ سس ۳ سن ولو س) 
درس = ]وھ ” وس د عو ۲ + ث نوتس 00 ] مد ءس 
> د(۰) < ۲ ۸ ۳ حدم + ث و منها : ث = . ۰ 
3 کر کہ سا 
E || ۳ : ۳‏ 
. د( س ) = ۲ له > د( )= ۲ ۸ ) ) | ۶ سن ) )اج مد ء۶ بن 
۳) المقدار - حا8 وی - ١‏ -حاق .وم (حتاسں)_ 0 وھ + س E‏ 
KÎ e‏ الا ۱ و وید 9 ا r»‏ | س لو ٣‏ سس ٣٣‏ 
= اف احتا س | ت ۱ (۱ + لو س)" 
1 1 ۱ (۲۷) | هد ع 
(ق) المقدار = ۲ 1 ۲ س ۵ ءعوس = ۴[ × (س') ءس الحأ 
= ۲و ۳ بات (0) المقدار = + و" + ث )٦(‏ المقدار = سن" + ھ + ث 
آوجد كلاً من التکاملات الآتية ۰ (۷) المقدار - ۶ لور | می | + لو + ث 
س عف8 8 00 أ ٣س‏ 
(۵) 1 2" ءس () | (۳ س + ۵۲ 7 ) ۶ س (۸) المقدار = - م ] 2 جس 
> - سین . ۱ | - ۳ سن 5 - . ۱ | - ٣س‏ ۱ 
(۷) ۶.(1 م ) ۶ بن (0) [ و 1 ع بن ب ]| 2 ( ۱- ۳ س) ۶ سس پچ ۸ + ث 
شس س مس المقدا کت وت 
رو) ٦‏ ۳۳ * ءس 0۵ 1 ۵۲ ۳ رھ" +ع ءس ETE‏ 
سس =( ( ۴س دی ایی ب او ت 
مه +۵۲ i+‏ ۲ م س ۲ ۱ 
01 1 2 ع سن (۲) | س 4 ۶س وع تشع : ع دو چ به بع ده اوس 
۳۳ 


و 








۳ 











الہ ز للرياضيات أحمد نلو ری التفاضل ۱ التکامل ۳ ) نانوی 
المقدا ۳ع ع 5 ع 1 5-0 7 / ۱ ١‏ 
5 = س ست + وش = د ج + اث ٠‏ 6 سے رب کت سی 5 تک 7 = 
۱ ۳ م ( ( (۲۰) ٭ ( لو صس) = ہن المقدار | ہے وس لو | لو س | + ث 
نمقد - سن من -- | مين 1 
(۱۱) المقدار اه + ۲ 2 ات ) ۶ من (۲۱) باضافة : + ۲ للبسط ۰ ۰ سس + |( ] = ۲( س + ۱) 
= ج ۵ r+‏ وه +ث المقدار = 1 .۲+ وس سل ءوس 
.00 اس 5 ۳ ( س +۱) ( س +۱) 
(۱۲) نصع : د( س ) = س + | د ( س ) = ۳ س ۱ = 
س٣‏ + ١‏ س + ۱ ور 
. المقدار = + ۵1 ۱ ۳ بسن" ویس = 9 + ث ۰ 
86 ۱ 0 = ۲ لو ۱ (س +|)|+ )رس +۱) + ث 
(۱۳) ۰ (له + |) = 7 1 أ . اة ١‏ ا 
المقدا ۹( +۱) لو إو ” (۲۲) ' ( تقرس ) کی امقدار = م (لور س) اث 
۰ المقدار = | د عم ۲ ۸ + | ۱+ ث / 7 
١‏ ۳ +۱ - و ۱ (۲۳) ۰۰ زس [) < ۳ بى' 7 المقدار = لو | س"-۱ | + ث 
/ 
وه کے / 
ماس یدارا وس را (وی »۰ رس" ومن + 0ع سام س؟ - م 
1 المقدار = + دوس = ل | ےج + ءوس . المقدار = لو بے + | | + ث 
٤‏ من + | ۶ سس + | ر ,اس ۵ سن ۱ 
= ۾ لو | 2 س + ۱ | + ث (۲۵) المقدار = 1 ( پگ + ها ) ءس - ع لو اس |+ ه " + ث 
1 / / ۱ ۱ 
(۱0) ۰۰ (س'+١)‏ = ٣‏ س 0000 )۲٩(‏ ۰ ( لور۳ س ) = میں × ۳ = بن 
. المقدار - + 1 ا وس - | اا وس 7 
بن + | بن + | 9 المقدار = ۶ | سكت ء س = 5 لو | لور ۳ س | +اث 
- ج لو |س'+اا+ٹ "310٥‏ 
0 ' - ل .. المقدار - د ؟رے 
(013) ۰۰ (طاس ) = قا س “. المقدار = لو | طا س | + ث (۲۷) ۰ (۱ + لو س ) = ين .. المقدار = م (1+ لور س) + ث 
7 14 5 ¥ + ھھ 8۶ ¥ 7 YE IÇE‏ 
(۱۷) ۰" رحاس -۔حتاس ) = حاس + حتاس (۲۸) إذا کان ميل المماس لمنحنى الدالة د عند أى نقطة عليه 
.۰ المقدا - حا حتا ل ود ئ0 ١‏ 
(۸) ۰۰ ( ۱ + حابن ) = حتاس “. المقدار = لو (۱ + حاس |+ ث | الح 
5 1 7 5 7 لس 
)۱٩(‏ ٭ ( قاين | ) = قاس طاس .. المقدار = لو |فا٣اس‏ - ۱+ ث × ميل المماس = د"(س) = مم ۱ 


۲۳ 





کم 






المتميز للرياضيات أحمد التتنتوری التفاضل و التكامل (۳) ثانوى 
»درس -1عم ءس عو ۲۲ ہ+ہٹ الحأ 
6 و(.) =| = اع + ث و منها : ث = و (0 .۰ درس) =۵" +۴ ۰ مرس =" 
. درس -۔ عو ۲ بم “. منحنى الدالة د حيث د (س) د ۵ ” ۲+ ع هو نفس منحنى الدالة 
< در - - وه آ+و داع (س) =4 بانتقال : (۲۰۳) 
(۲) ۰ د رس) = بن د( سس ) 
حل تمارین عامة صفحة 0۷ بالکتاب المدرسی ۵ ارس دس درس دس <(-و) = - ۱۵ 


> د(س) = ذرس) + سن د رسن) 


أختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 5 درس درس باس × درس 














(۱) منحنی الدالة د حيث د (س) - ” "+ م هو نفس منحنی 3 = ۵ + ۳ ير (- (lo‏ = - 0۰ 
الدالة م (س ) = ھ " بانتقال : .... ے رم المقدار = ] کت مسرت 1 وس وی 
() (۳۰۲) (ب) (۳-۰۲) (ح) (۱2۰۳) رع (۰۳ ۲) : ۱ 
0 اذا كان :درس ) = سس درس ) ۰ د(۳) = - ۵ ئن  :‏ هيه م سر 17 عوسي ءاس = 1 رعق وس 
د ( "ا ) تساوى .... = ل لو الو س | + ث 
e e 7. 0‏ ۵ ۲۲ أوجد مجموعة حل كل من المعادلات الآتية : 
ہس 
(۳) | ۳-9 وين = ... (0) لو (س - ۳ ) = ۲ (0) لو رسن + لا ) - 0 
9 0 س ۲ | یس ٠١‏ 
+٣ 0‏ ری (ب) ۱ + ث (۷) 2 = ۲۰ (A)‏ لور 3 = لور 0° 
۲ س سس ہی 
(ح) ۲ س + ث (۶) لو | س | + ث )٩(‏ لو 2ه = الو ۳ (۱۰) ۷ - ۲0 
۱ 1 الحل 
(۶) | سلو س٣‏ ۶ سح  00(‏ لو (س - ۳ ) دام + ببس - ۳ - ,ا 
() ۳ لور | س | + ث (ب) ۳ لور | لور س | + ث e‏ 2" ۲ 
۱ ۱ ۱ ۱ (7) ٭ لو رس + لا ) = 0 س + ۷ = ۳۲ 
(ح) م لور اس | + ت (۶) م لور | لور س | + ث مین ےئ “. مجموعة الحل = ( ۲۵ ) 
2 


اکم الشنتورى اس الشنتورى 





آ دہ 
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المتمرز لأرياصيات احمد التتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
0 ۰۰ ۳۵ - ۲ ۰ وس + | دلو .۲ وضو سے سے eee‏ 


»> عثدما . س ے ص فان : ص ع هه 


" تحويل من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية " 
“. مسن ح ال (لو ,۲ -۱) = ۳۹۹ . مجموعة الحل = [ ۰,۳۹۹ ) 





+ 8 ص سے 1 ص ۴۴ 5 ۲ ص 
می المقدا = سے ل 
ر = نی( 5 - نی 0+ 1 ) 


ص ص ے 00 
7 زیر ۲ | ee‏ ا 9س : ]ما 
(۸) ۰ لور ۶ ٤ Is‏ = .0 د لد وص » نی (۱+ یی 
باخذ اللوغاریتم الطبیعی للطرفین ينتج : (۲ س -١)لى‏ 2 < لو, .0 2 حا 


= ليش × | = 0 


5 اس لو 15 - لو 2 دس لو, .0 ٠٠س لو 5 < لو .0 + لو‎ ٠ 











لور ۵۰ + لور ۶ ۱ آوجد 5 لكل من 
۱,٩۱ = Tg ET‏ . مجموعة الحل = (۹۱,ا £ . 7 
لھ 5 سی ۴ 
ریم لوھ الوم اس لو هعلوم و (5) ص = ۷ھ ۳-۳ (0) ص = م 
٠‏ س = ]لو ۳ *. مجموعة الحل = ( ۲,۱۹۷ ؟ > سس م" (0۷ ص = لور (س۲+ ۳ ) 
۵۰ ° ف يأخذ ١‏ غاریتم ۱ فی“ تم ٠‏ — سن 
٠ )(‏ ۷ ۳۹ للوغاریتم الطبیعی للطرفین ينتج : س لو ۷ = لور ۲۵ س لور من" )۱٩(‏ ص = ھ لور ( س +۱ ) 
٠‏ بن = شيب = 101| ۰ مجموعة الحل = إ ۱,1۵۶ ) 3 8 
لو ۷ < وب (۲) ص = س' لو ھ 
آوجد كلا من النهایات التالية : ۳ 
مج رہ ر (۲۳) ص = بل لو ھ 
() يج (۲۱ س ) 06 سس رج ) الحأ 
۱ ا و ,۲ س ۶ ۰۰ ص د ۵۷ ”_ ۳ و ال و ۰ 
9 بش ( ج22 ) ۳ ا "۳ 
الحل (۱0) " ص = ۵ 
(۱) نضع : من - ل . مم = پل عندما : رہ ه. فان : س وم عع ے ‏ ا o‏ 
۲ ۲ ۳× ا 5 ل 1 1 ۹ ۳۹ 5 
المقدار = نها (|إ +س ) ۳ - يہ [(1 +س )” ]-ه |( ص - س" و عد = مس ھ 


(۴) المقدار - E‏ - 1را +“ '۔ 7 (۱۷) ٭ ص = لو رس +۳ ) 





5 


























: ۱ ۶ص _ عطد . عسد ‏ او" 5 
(08 ٭ ص = سلو بسن یں = عر >> ءل ۳ 
1 ۱ 
۶ص - سك XxX‏ × من = شق" نے ۴ / ۶ .۶۰ _ ا ا وریہ 
وس لور س 00 یں لوم ا > عنس زر ی ) تج عن زوس ۱ عبن 
55 5 س ۳ ره — ۲ له 
(9) ۰ ص = ۵ الى (س"+۱) عن ( ۵ )× + 2 
۾ ۶ص مر من ۲ ٦‏ 10 ںہ اع ده پس مر - له 
۳ و ح ل لو رس +۱) + 2 × س +| ۲ سس = ۵£ × ± 9 = + ۵ 
سس ۲ ۳ © لد _ س رما 
= ۵ھ [لى رس" +!ا) + ] (۲۶) ۰" س = رہ ف ون < ۳ به 
و ہیں + ] ۶ 
ور 0٠‏ ص = ے لور ںہ ورد ۲ به 
(۲۰) ۰ ص > م + ۱ - ۳ 
.ف e‏ 8 عض ے عض ب عن ے اط »× لا و رہ 
بعص _ رھ +ں ھتئوھتخھۃ ے و یس ر ع ار 
1 س ۳ ۳ ۲ - 222022 ۶ ۶سن وہں 
۳۱( 2 ص = بن لو ھ = ہس 4 حصن لو 2 = سر ع سر 1 0 ۱ 
MF) ۶ -‏ )< 
وی ۔ ۴ سا ۱ 1 
۱ سس ۱ - 5 ۹ 
(FF)‏ ۰ ص - ہیں لو 2 = 2 سے گا لو 2 - ۱ کے ے 1 ںہ لے ۱ - ہے چُ رہ 
بر ۶ 



























احمد نوی التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوى 
/ + ۲ س ص + سس ص + بن" ص'۔ 
سق بن بن = 
E > (۳1‏ ا و اص" + وس ص' + وس ص 
۳ ۳ بالة ة + من و حت ر ينتج : ہس ص سن سن ۳ 
> ص = وس + 5 و E‏ -13+مم 
۱ ۳ ۱ 
(۲۷) ۰ ص = س لو س آوجد ا لكل مما یاتی 
PTS‏ الح ۔ے۔ کے + ین ۳ 
۳ جج as‏ ۳۳۳ لور .۱ لو س لوم .۱ (۳۰) ص = ۲۳ رس + ۳( )۳1( ص = ۳ ہں 
7 ۱ - ۱ 7# _ ع حتاس و لا 
٠‏ ص اح بجأ = س > ص < اسن (۳۲) ص = (۱- ۳ بن ) (۳۳) ص = من 
عاص _ م الحأ 
۰ س = س 
ع بن ون ۳( ص = ۲ ( س + ۳ ) 
(28) اذا كان : م ۳ ۳ = س + ص آثبت أن : 3 بر مد = ۲ لور ۲ (س + ۲+۳ ×| 
ا ۱ بن 
(س۵ ۲ ۱-۳) ص = ٣س‏ -۔صھ ۲ دع [ لور ۲ رس + ۳ +۱ ] 
۳ 
1ے (۳۱) ٠‏ ص دصر ہں ۳ 00 بأخذ اللوغاریتم الطبیعی للطرفین : 
س ص ہے ہے 
9 = س + ص پالاشتقاق بالنسبة إلى مس ينتج : ۱ لور ص = بسن" + ۲ ) لور ۳ س بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
س ص 
7 اس + سن ص € - ٣س‏ + ص ۱ 5 ۱ 
تی سس ١‏ علا بر كك اعم بن ۳ بن + (س + ] ) ۰× x‏ ۳ 
ص له ے72 1 = ۲ سس + ص ص ع ہں لور ) 7 ٣ہی‏ 
/ س ص / و او آر سید _ ٢‏ لو ۳ س + ( 
بن ص د ے- ص = ]س ص ل عبن ص ( ] من SS‏ ۲ ۱ 
5 / س ص ۰ ۲٢۲‏ 
(س ۵ )ص = عبن ص و ہہ ں ESI)‏ 
+ 1 ۳1 حتا ہیں کے ٭ 0 ۰ 
)۲٩(‏ إذا كان : سآ ص = ( ب لو س أثبت أن : ۳۳ ) × ص = (۱ - سم س ) nigger‏ 
7 / = حتا بن (۱ - ۳ بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
بناض” + مس ص + ٤س‏ ص = . بس س( س ) 
ص × عي = ۔حاس(ا ٣‏ س ) + حتاس × | میں × (-۴) 
بالاشتقاق بالنسبة إلى س : ۳ حتا 
= | ب لور س ۱ إلى ؛ : عد - - ص [ حاس ()- م سس ) + ہج حت ] 
]ين ص + سس ص = پا × عن 9 - ۳ = -(۱ سم س 7 هاس( م سیب "الات ] 
۲ س ص + س" ص = م ب بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة إلى س ينتج : ودج ah‏ 


۳۷ 





5 













































احمد الشتتورى التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 
ف ۱ / ۱ 
(۳۳) ۰۰ ص = س باخذ اللوغاریتم الطبیعی للطرفین : ((۳) ص = ۳ س" - ۸۱ × پل عبط ( س" - لام ) / 
لور ص = ۳۰ > لو س بالاشتقاق بالذ بة إلى 5 ينتج : ۳ مماس المنحنى يوازى محور السینات ۰۰ نصع + صض = 
۱ سس "الام ء, و منها : من = ۳ 
یچچ = و ”ورس بھ ی : 
د۔ ؟ [ ل - سن | _ س -؟ 
م سس 1 (۳۷) ص = سو © ہی × کے = سا ۲ کی < مس 
عن = ص ھ ( لور سب + جن ) ۳ ۱ ۱ 7 / 
5 و مرگ لو 1 مماس المنحنی يوازى محور السینات ۰ نصع : ص ےم 
ا e‏ ار × اس > FV‏ 
5 ۳ سس سب حت و م6 ۰ سل ۰ مس = 
اوجد قيم س التى يكون عندها مماس المنحنى يوازى محور السینات 7 7 
حیث : س > . يمس) إذا كان : س و 5” ب+ص م 55 دم 
۳ ۱ ۲ 7 ۶ ص ¥ 
(۳š)‏ ص = ہں لو س )۳0( ص = لور لا 3 اوجد ع بس تلد : بسن = , 
۳ 
)۳٩(‏ ص = سس "- ۸۱ لو س (۳۷) ص سے ۳ - ا + لوا دس 0 ۱ 
انح ٠‏ س ھ ' +ص ھ ' دع ۰" بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
/ = و سی - جص / 7 . - ےس ۔ ےس 
(۳۶) ص = ۳ سا لو من + اس" × پل = ۳ سا لو س + من 2 - + س ۵ ص + ص ۵ + ص ھ چ 
٭ مماس المنحنى يوازى محور السينات 2 نضع : ص سے ص دو ۳" نا لظ سو )د ص ودعت _ م ص 
۳ من لو س + س =. و منها : ۳ لور س = - | > عند ۰ مس = فان : ص = ۲ 
وك کو سے _ كه ٠‏ و لے / 1 2 
وس ۳ سس ۳ ص ( | - .)ح ج ×۲ ۲۶ | - له 
7 
۱ ۱ عد ے | _ و ا۔م  _‏ ےا 
)۳0( 2 + لو + دس ٢٢‏ من 2 ۴ 
: ' + کہ = سج رلور س" -۱) آوجد كلاً من التکاملات الآتية : ۳ 
ہیل 
لو 
٩ ۳۹ / 07 5 »* #«‏ سر وب ۶۰ 5 ۶ سن 
٭ مماس المنحنى يوازى محور السينات . نضع : ص ح . ) ( 1 ۳ + ۳ س ) ( ۱ بن لو ما بسن 
لور س = | 7+ و ل ۱( +وم ۲ ۲) ء )٤٤(‏ 1( + س لو ۳) ء 
ی0 بن بن بن 
سس . این را سس 


5 
أحمد ازن = 4 








۳ 


آ دہ 


المتمدز تلریاضیات امد الشتتتورى التفاضل و الكامل ( ۳ ) ثانوى 


)٣٤(‏ |( س "- ےھ )ءس (55) [ طتا س ء بن “. معادلة المماس عند النقطة ( ۰۳۲ 2 ) هی : ص - م - ها رس - ع) 


۳ ۳ ٤ 
. < ای : ھ من اص و‎ 


الحأ 
EEF‏ / شع ٠‏ 5 نتجم . 7 
(۳۹) المقدار = م ] سے ع بن ۰( س + ۳ س ) = ۳+ ۲ س EEE SEs‏ 
,+ نقطة تقا المماس محور السينات هى : م ا ‏ . 
و المقدار = لو | س' + ۳ س |+ ث طع 3 : ) ( 
لو > بوضع : س = . ينتج : ص < - ل 
e‏ 
() المقدار = 1 تقب وس = )من وس = ۲ لور | س | + ث “. نقطة تقاطع المماس مع محور الصادات هى : ب ( .٠ء‏ - ها ) 
ح من لو من 
5 ؟ رع ٤٤‏ 
5 حو ۳ ب ) = (ر!| ‏ ۰) +( ۰ + 9 = + له 
(ا2) المقدار = ۳ لو | س | - ۲ ۵ + ث (۲ب ) 0- ) ۲ ۱ م 
۱ * مب = ,۵+۱۱" = ۷,01 ای أن : طول عب = ۷,٤01‏ وحدة طول 
(۳) المقدار = ۵ لو | س | + + ہس'لو ٣‏ + ث ظ 


(۶7) آوجد معادلتی المماس و العمودی للمنحنی : 
= بن ۱۸ لو سس عند نقطة تقع عليه و إحداثيها 


السینی یساوی ۲ 





(۳ع) المقدار = + سس" - دم " + ث 


٢ .ِ ۳ ۳‏ 
(55) المقدار = [ طتا س × طتاس ءبس = [(قتا س -۱) طتاس ء سن 


٠ ۳‏ 
= | (قتا س‌طتاس - طتاس ) ء س الا 
۲ 86 حتا / 
= | ( طتا س قتا س - چہ ہے ہف ٠.‏ ص = بس" - ۱۸ لو س اث صا = ٣‏ س' - ۱۸ × ل 
سن 2 
ندما ٠‏ = قا“ ٠‏ = کڪ سح 
- ال طتا س - لو |حاس | + ث ل کا إن : ص - ۸ - ۱۸ لو 0ء 
> ميل المماس = [ ص ], _ . -ع!| ‏ 8 - ۳ »ميل العمودی = - + 
۱ 5 مہ ہہت ۲ ۱ ی ل 
یقطع محور السینات فى النقطة ‏ . و محور الصادات فى النقطة ص + 5,58 = ۳ (س -۲) آی : ۳ س ناض د ٦,۱۸‏ = . 
وت ص + 5,58 = (- چ )( س - ۲) آی : ۳س + ص - 1,55 = . 
۰۰ سی .| ۶ ی سس 
ص = لش ۰ عبن ح ۸۵ ۰ چ 1 پر جه سے جه # ل 
۱ (۶۷) ادا كان ميل المماس عند ای نقطه و س »ص ) على منحنى 
. _ 1 ۶ ی 5 
:. ميل المماس = [ وين ار وى = م يتناسب عكسيا مع س و كان ميل المماس يساوى ۲ عند : 


1 


اکم الشنتورى أحمد ااا اعمد الشتوہی 





ا 


المتمدز تلریاضیات أحمد 
س = ع .اص = ۲ أوجد ص بدلالة س 
الحل 
/ ۱ / 5 506 
ات 2 ص = بن حيث : لى ثابت عر . 
1 / 
6 ' عند : س - 5 فان : ص ح ۲ aj < TE‏ = ۸ 
/ 
. ص - ۸ .ا ص = ]بك وس = م لو اس | + ث 


> »۰ س سے .اص - ۲ 
. ث ۲ - ۸ لو 5 


۰ = ۸ لور 2۱| + ث 
. ص = ۸ لو |س | + ۲ - ۸ لور 5 
(۸:) آوجد قيم س ( لأقرب رقمین عشریین ) التی یکون عندها مماس 
المنحنی : ص = ل لو مس" موازیاً لمحور السینات 

سر 


/ 5 ۱ 
ص تو سن لب ۳ 2 1 × ٣‏ س 
سن 2 ہس سن 











۱ 


۳ 3 
۳ 
سر 


ہں سر 





( لور س'ٴ -۱) 


+ 5 ۰ ہف ٭ / 
٭ مماس المنحنی یوازی محور السینات . تضع : ص < . 
لور س' د | مس = + ما 2 
. قيم س التى تجعل المنحنى موازیاً لمحور السينات هی : 
بن = ± ١ھ‏ ح + 10,! 


٠‏ کن = لش 


تننتوری التفاضل و التكامل (۳)_ثانوی 








۳ 


حل اختبار تراکمی صفحة 0۹ بالکتاب المدرسی 


أولاً : أختر الاجابة الصحیحة من بين الاجابات المعطاة 


۲ من 


)۱( نها (| + جن ) يساوى . 
(0 1 رب ۲ (ح) م (ء) ۵ 
لو ۷ 
6 إذا كان : م = هم 45 فان :2 - . 
(0) ۱ (ب) ل (ح) م (۶) ۷ 


(۳) مجموعه حل المعادله : 
لو زس سم ) + لو (س ] ) = لو 1 هی : .... 


() ( ۰۰ ۲0 (ج) ( ۲0 حم ( ۰۲ ۳ )©( ب 
(5) إذا كان د(س) = من" ۳ لو مس فان د ) = .... 
(۲) - ۱ (ب) | (ح) ع (۶) ۱ 
اتک 
() المقدار - تس [ر۱ بل ۳] وا 


6) ۲ = ۷ مباشرة " خواص اللوغاریتم الطبیعی " 
(۳) لو [ رس اط ) (س - ۲ )] = لو 1 
س' و س +1 =1 
٠‏ سن ( سن - 0 )= . ہج یں = . » ببس - 0 
“. مجموعة الحل = ( .۰ ۵ )£ 


/ 
ری دا(س) دع س م × مل × م سم س - 


5 
سس - 4 س ح . 


سے 
سر 





اھ 






المتميز للرياضيات أحمد التتنتومى التفاضل و التكامل ( " ) ثانوى 











0 0) ۶ اط سمش )۷( أوجد كلاً من التكاملات الآتية ٠‏ 
۱ و سس سس ۳ س' + ۳ مضه _ 
اجب عن الإسئله الاتيه : () | "سس" وين (ب) | و ناس 
(0) اوجد المشتقھ الاولى لكل من : (ح) | ۳ یں 
۳ ۲ 0 دين ۲ من لو س 
(۲) ص = رسن + )١‏ (ب) ص = لور س - ها الحل 
سا )۳( المقدار = | (ع س + بط ) ءوس = س'+ ۳ لو اس | + ث 
سے لو[ سس ١‏ (ب) المقدار = م ٦‏ رو "۲ جا ) ۶ مس 
العٹۓ اس 
a.‏ وم اب حل . المقدار  -‏ مو ” + ث 
)۳( ص" = ۲ رس +  )۱‏ ۳ من = ۳ من رس + ۱) 3 ( - اس ) ۳ ماس ١‏ 
کے 0ت 1 مر ۴ f‏ ۔ 3 ج سس 3 
6 مس ا وو ری وم (ه) المقار = + 1 ےت وس = چ لور | لو س | + ت 





زیم + صن = لور ھ ۳ - لور من" = س' لور ف ع لور سس 


یں ۲ لور بن (۸) إذا كان ميل المماس لمنحنى الدالة د عند أى نقطة عليه (س . ص) 


/ ۱ ۱ 
نض = م س م بر دع رس ل ) یساوی ۲-۷ 2 " . و كان د(لو ۲ ) = ۰۳ آوجد د (س) 
الحأ 

+ ۰ ۳ سی 1 5 : / س 
۱۱( ادا كانت ۰ ص = ۵و + بسن انیت ان ۰ × د(س) = لا - ۲ له 

ع ص ٢‏ و (ص -س'؟) د (س) = [( ۵۳-۷ )ءس < لابين دعم ” + ث 
الحلا 77 ؛۲ ۲۲ ۳۰۶ ماد لا لوع دع وان 

کو یں بر" ® . بلاشتقاق مرتين بالنسبة إلى س ينتج : ٥‏ 99 و منها : ث = ۷ - ۷ لور ۲ 
۰ / د ر(س) = ۷ س ۲ 2 ۰ +۷۰ - ۷ لو ۲ 


صا دسم و ۲+۳ س ۰ ص دوم ۲+۳ رم 
۳ ۱ 1 0 = ۷ (س +۱ - لو ۲) - ۲ و 
> ٭ من (ا) : 2 = ص ہس بالتعویض فى (۲) ينتج : 
// 
ص = ۹( ص س" ) + ۲ و منها : گم = و رص - س؟) + ۲ 
سس 





۳ 


اک الشنتورى از الشنتورى 





المتمرز تلریاضیات 


اجابة أسئلة الاختبارات الخاصه بالوحدة 
الاختبار الأول 
[۱] اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
() أى الدوال التالية تحقق العلاقة ۰ ۶ص = ص 
ع بن 
1 
((0) ص = ع رس +۱) 


۳ 

(ح) ص = ل _ ببس - | 
الحأ 

بايجاد المشتقة الثالثة للدوال نجد أن 





وض _ عاض ع"'ص 


= = ۳- < و 
۲ 
۶ں ۶ سس ع سس 


(۲] (ب) إذا کان : ھ ٣”‏ ۳ - س' جاص" = . 
ا ء۶ ص هد 
اوجد 0 نل بن = . 


" ادرس الدوال الأخرى بنفسك " 





الحأ 

ب ف ” بین حك کے باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 
ص و ع س و مد عبن +۳ ص چیا . () 
عند : سس = . فان : ۵ -. + اص -<. 

| + ص =. و منها : ص = | بالتعویض من )١(‏ ينتج : 
(-ا )×9 + .×9 x»‏ گا م (x +. x»‏ برعت 


1 ع ص ٠‏ ۱ 
وخا کرو ع و مٹھا : وين = م 


٦ 


" تحقق العلاقة حیث : 





التفاضل و 





الاختبار الثانی 
[۱] اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 


(۱) معادلة المماس لمنحنی الدالة د حيث 
عند النقطة (- + › ۱) هی .. 


۲ مس ۱۲ 


: د (سں) = 2 


() ۲ ص = س + | (ب) ص = ۲ س + ] 
(ھ) ص = ۲ بسن - ۳ (۶) ۲ ص = ۳ س +| 


لاح 
3 5 د (بس) سے تا ٠‏ د س) ً۳ ٣یت‏ 


۲= م (ميل المماس ) =[ د (س) ار ر‎ ٠ 


1( 
*. معادلة المماس هى : ص |= ۲(س + ±+ ) أى : ص -< ۲ س + ۲ 


)٤(‏ إذا كان ميل المماس لمنحنی الدالة د عند أى نقطة عليه يساوى 
و كان المنحنى يمر بالنقطة (۳ ء . 





) فان د ( + ۲) 





تساوی 7 

٢ )۲(‏ (ب) ۳ (ح) لو ۲ (۶) لو ۳ 
الح 

دارم = لچ د در الس 


“. د (س) = لو رس )٢-‏ + ث > المنحنی يمر بالنقطة ( ۳ ۰۰ ) 
.لو | +ث و منها : ث = . .٠‏ د(س) = لو ومن ؟) 
د( + ۲) لو ره" + ۲ -۴) = لو 9= الو و - ۲ 





الاختبار الثالث 


[؟] (0) أوجد مشتقة ص بالنسبة إلى س حيث :ص = بس" لو س 
و 
الحأ 


س ( ٣لو‏ س +1 ) = س (لو س +۱) 
الاختبار الرابع 


(۲] () أوجد :رق | (۳ من - وه )وس 
الحأ 


() ] ر۳ س" ۵ )ءس = س اد بن" 2 » 


5 

لب 

دع 
مإ 


؟ بن 


٣ —‏ ل + اث 


.سس 
الاختبار الخامس 


]٢[‏ 0 آوجد : (۲) [ 2 وين 
الملے ۳ ۳ں - | 





/ 
0) 1 ٤ے‏ ءوس ۔غ | اج وس = مج |(مطس-|) ءوس 
۳ بن - | ٣ں‏ - | سس 
۳ بن - | 


۱ 
= چ لو | ۳ س- ۱ | + ث 


کا () آوجد نهب (۳ چ1 ٠‏ 
الحأ 


۱ ہا ی 








۳ 


التفاضل و التكامل (۳)_ثانوی 


بوضع : ص = ۲ ہس + | 
٣ ٠‏ س - 1 < صصص ۲ 


ہہ ۲ ہں = ص ۱ 
> عندما : س ے هه فان 


'. المقدار ‏ ذ ص ] امس دا 
× المقدار = میم ( سوت ) 


: ص ے رن 


نت ۲ ص 1 ے ۲ 
مح ۳۱ ص ۲ * سم یر کی 


۲ ۲ 


= ۵ ۲« ۱ < له 


الاختبار السادس 
7 
11 فی كل من العبارات التالية أختر الحرف (۸) إذا كانت العبارة صحيحة 
و الحرف (ب) إذا كانت العبارة خاطنة 
(0) إذا كان ص = س لو س من فان : ا = لو س 
() (ب) 
الحل 
(0) (۲) لان : .۰ ص = س لو س بسن 


کے [_ ۱ - ۷ سے 
غ سں لو سن + من × يل ۱ لو س + | ۱ لو س 





[۴ (0 اوجد :() 1 اب وس 
۳ - 0 من 


- ۵ س 7 
160 (۸2۳ . + س )ءس 
الحأ 
(ق المقدار - 1 .اس ءس 711 وس 
۲ - 0 سن ۲ - 0 سن 


1 
= چ لو ۵-۲۱ س | + ث 





ا 














الہ ز للرياضيات أحمد نلو ری التفاضل ۱ التکامل ۳ ) ثانوى 
(0) المقدار = ۳١ھ‏ ” وبين + 1[ ا ءوس الاختبار السابع 
= اھ ۳ + لى | س|+ث [1] فى کل من العبارات التالية أختر الحرف )(١(‏ إذا كانت العبارة صحیحة 
۱ م و و الحرف (ب) إذا كانت العبارة خاطنة 
(ب) إذا كان : ص = م م حیث  :‏ ثابت اثبت أن : 
مس 0 
۳ 0) : | + بش ) =9 ب 
کچ - ع س ص (۳ + ۲ س ) 0 e‏ بت ہس 
الحل 
۲ (0) (۲) لان : العبارة صحيحة مباشرة 
مب دع ی هم ۲ 
بس ۳ ۳ چم س ۳ لوار سس | - مد + ت 
محمد ا ومو ا + وس له 
نج وو فو 60 (ب) 
۱ 7 ا سیگ الحل 
۶ص - وب م9 + ۸ بن م 2 + ۸ من مھ 
ع بن 


۳ ۳ 
مسن - | سس 
= ۱۳ مس ۵ + م من" م ۵ 
۳ 


من - | 
= وس اھ۔' ( ۳+ عين')- وين ص ( ۳+ عين') 


(3) (ب) » التصحیح : المقدار = ٢ھ‏ 1 ا ء سن + م ]س ۶ س - 
۲ 


ہیں * 
٢ھ‏ لو, | س | + جک 





[۲] (ب) آوجد معادلة المماس للمنحنی ص = لو ( ۲ - ۲۷۸ حتاس ) 


۱ ۳ [ 
0 أوجد معدل تغب 8 + بالنسبة | + ۳ 
[0] () آو تغير لور +٩۱‏ س | فى س عند النقطة التى تقع عليه و احدائیها السينى يساوى + 7 


عندما بن + ۱ 











الحأ 
الح ۱ دو × ص لو ( ۲ - ۴ حتاس ) 
وه ۾ ن . اس 
نضع : ص = لو 9۱+ "| . عصص ۔ سس ۹ ے د 4ے ۔ - اس 
2 ہیں یں" کہ عند : س = پ]7 فان : ص = لو (۲ - ٦٦‏ 9 ارك 
8 ۲2 ع ص ما ۲ حاس 
٩‏ > و وين = ]سس ' من ٠‏ ۲ ۲۱۷۸ حتاس 
/ 
بر شی ع + جک - 7 × ۱ ] 1ع ,مك 
5 ع سر ۶۶ 8ی ۲ من > ميل المماس - ۶یس ,ر ج ڪڪ کک 
۱ ۲ ( 7۲ ۰.) 7۳-۲۳ پر ل 


» عندما بن = | 2 ۽ ص = لل × ۳1۹ 7 ہپ ۲ 



















المتميز للرياضيات أحمد التتتتوری التفاضل و التكامل ( "ا ) ثانوی 
:. معادلة المماس هی : ص - . = |× ( من - 7 ) الاختبار التاسع 
ال ی یں ۱ 
۴ ۴ ۴ (© أوجد :() 1 لب وس 
سر سب 
چ مر + الحأ 
الاختبار النامن ۳ 
رم گے وس - گے وس | ل لك ءوس 
بن ا بن ا من ا 


[1] اكمل ما يلى : 


قاس 
5 ج22 [ ۷ھ ]ع .... 
ا ۱ ۱ 3 الاختبار العاشر 
60 چن [ ۷ھ ] - ۷ قاس طاس و - 111 اكمل ما يلى : 


۳ 1 
= > لى | س - ۱ | 








5 اذا كانت ص - ا سے ۰ ۰ : | _ 
۱) ۱ ۱ سن لور( +P‏ ؛ 0 نض (1+ ص ) 8 
27 ۹ 
فان [rj]‏ ات موه ۱ ]| س أا 
7 () المقدار = نها ١(‏ + جي ٠)‏ × نها ١(‏ + جن 


الحل نی 





الرياصيان البحنه 
التعاصل و النکامل 









المتمیز تلریاضیات احمد التتتتورى التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 


الوحدة الثالثة .... سلوك الدالة و رسم المنحنيات (۲) اذا کان : ب" - ٤‏ (ه > . 
۲ فإن : للدالة جذران حقيقيان مختلفان 
۳ تزايد و تنا الدوا lu‏ 
۱ - ۱ تزايد و تناقص الدوال > بفرض أنهما " ل م" »ل دم 


تذکر ها بل ؛ و اشارة الدالة تتحدد حسب الشکل التالی : 


[ا] إشارة الدالة الثابتة : OL TOL‏ ۳۳۹ 


o.‏ مثل إشا مخالفة لااشا إشا 
شاعدة الدالھ ٠‏ د (س) = حح حيث : احا كن . 2 0 3 5 إشارة 1 
معامل مس" معامل مس" معامل بس 


هی نفس إشارة ح لكل س < م) 





ا موجچجیدہ * (۳) إذا كان : ب" 85 (ه < . 
قاعده الدالك : د ( بن ) = ب بسن + حہ 4 پ د 5 3 فان ۰ الدالة لیس لها جذور قيقيا 
فتكون ٠:‏ بن جج عندما د ( بن ) = 
و إشارة الدالھ تتحدد حسب الشكل التالى : 


1 هلر 





و إشارة الدالة تكون : مثل إشارة معامل سس" لكل س دح 


تزايد و تناقص الدوال 





| مثلإشارة معامل سن | (:) | مخلفةلإشارة معامل سن | إشارة د | | هو اه : 1 





"7 ۳ 1 0( يقال تندال4 د ٠‏ احمد الشننتورى 
٣۳‏ إشارة الداله التربيعية : ےک ۃےدر > 
۴ پ7 ۱ ۱ انها تزايدية فی ٠ ١]‏ ب [ 
قاعدة الداله : د سن) = س + پس + ج21 ( . اذا كان ۰ ۱ 
نوجد المميز : ب" - ٤ح‏ 2 توجد ثلاث حالات هی : لكل س اس 3 ](. ب[ )ا 
۰ ۲ 7 ۱ 
(0 إذا كان : ب - ٤ح‏ > . حبس . سن > سم 7 5 
فان : للدالة جدران حقیقیان متساويان فان : درس ) > د(س ) ۱ 
> بفرض أن كل منهما یساوی ل أى أن : الدالة تكون متزايدة فى فترة ما إذا كانت قيمتها تتزايد 
و (شارة الدالة تکون : مثل إشارة معامل سن" عندما : س ع ل بتزاید س 


> د(بس) = . عندما : س ع ل 


۱ 





ا 


المتمرز تلریاضیات 


(۲) يقال للدالة د 
أنها تناقصية فى ]اح » ۶ [ 
اذا كان : 
لكل س »سس 3 ]ح ء۶[ 
حيث : سن > بن 
فان : د (من ) < درس ) 
ای أن : الدالة تکون متناقصة فى فترة ما إذا كانت قیمتها 
تتناقص بتناقص ہس 
اختبار المشتقة الأولى للدوال المطردة 
نظرية ۰ 
لتكن د دالة قابلة للاشتقاق على الفترة ] ۰۲ ب [ : 
(0 إذا كانت : د"(س) > . لجميع قیم س 3 ] ٠ء‏ ب [ 
فان : الدالة د متزايدة على ] ۰۲ ب [ 


6 اذا كانت : د"رس) < . لكل سس د | ۰۳ ب [ 
فان : الدالة متناقصة على ] ٠ء‏ ب [ 


خطوات بحث تزايد و تناقص الدالة باستخدام المشتقة الأولى 
(۱) نحدد مجال الدالة 
(0) نحل المعادلة : دأرس) - 
(۳) نوجد النقط التی عندها : 
/ ۳ / ۰ 5 
د (س) = . أو د (س) عير موجوده 
(5) نحدد الفترات التى ينقسم إليها مجال الدالة بهذه النقط 


5 








۳ 


احمد الشنتنورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) تانوی 
(0) نعين إشارة دأ (س) فى كل فترة من هذه الفترات بإحدى الطرق 


) دراسة اشارة د (س) 
۲) التعویض عن احدی قيم س التی تنتمی 
و لتکن جح فاذا كانت ٠‏ 
1 دارح) > . فان : دا (س) متزايدة 8 هذه الفترة 
ل دا(ح) < . فان : دا (س) متناقصة فى هذه الفترة 
۳) ايجاد مجموعة حل المتبايتين 
| دا( س) > . فتكون : دأ (س) متزايدة فى هذه الفترة 
[r‏ دا (س) < . فتکون ۰ د (س) متناقصة فى هذه الفترة 
و الشكلين التاليين يوضحان ذلك ۰ 
27 و سرت ا 
: 027 


للفترة فى د'(رس) 






یس | سوه درس ] اک سسا سود درس 
ملاحظات 
(۱) الدالة تتزاید فى فترة ما إذا كان ميل المماس لمنحناها فى هذه 


الفترة موجباً أى اذا كان المماس يصنع زاوية حادة مع الاتجاه 
الموجب لمحور السينات 

(۲) الدالة تتناقص فی فترة ما إذا كان ميل المماس لمنحناها فى هذه 
الفترة سالبباً أى إذا کان المماس يصنع زاوية منفرجة مع الاتجاه 

(۳) قيم س التى تفصل بين فترات التزايد و التناقص للدالة هی القيم 
التى تكون عندها المشتقة الأولى للدالة تساوى صفراً أو غير 
موجودة 

م 









المتميز للریاضیات تن التفاضل و التكامل ( ما ) ثانوى 


اجاية حاول أن : صفحة 
بت 5 ی الاقم لكل مها 1 شرع سر 
نا ۳ 
اسف سوب حول ب+ج ( 5۷۱۰۱۰۱۰۰۹۰۰ 
البح | سا |[ سلوك درس 


(() د(س) = س' ۔ وين + ٠۵‏ س 
د متناقصه على ] م ۰ - |[ > د متزايدة على ] ۰۱ |[ .۰ 


د متناقصة على ] | ۰ م [ 





(ب) درس ) = کک 
بن + | 
الحل 
 )0(‏ د(س) = س' وين + وا س دالة قابلة للاشتقاق على 7 إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة 35 
ہ س ۳ مس" - ۱۸ سس + و۱ = ۳(س" د اين + 0 ) حدد فترات التزايد و التناقص للدالة د حيث ۰ 
= ۳( س -۱)(س -0) iY‏ 6 .> بن < ۲۲ 
بح 0 ۱ _ 3 الحل 
بوصع : د (س) = . يكون : س = | ۰ س = 0 
ببحث إشارة دأ( س) فى کل فترة كما بالجدول التالى نجد : 7+ ء۳۶ 
. د سمن) = | + ٣حاس‏ بوضع : کر یی , يكون : حابن = _ 


مه ا لي 0 -ه| ا سر ۱ 
2 ببحث إشارة د ( س) كما يلى : 


7 ۷ 
۰ سس = یا 6 س = ل با[ 


دالة قابلة للاشتقاق على ] ۰۰ ؟ 7 [ 





م | مس 


07 ر070 007 50070 
سای[ | سوه درس) " عندما : س = 7 5 ]7۴۰۰ [ 





لے 
قزر 


مر / 
د متزايدة على ] - ب ۰ | [ > د متناقصة على ] ۱ ۰ 0 [ ٠»‏ یکون : د ( س) = | + جاع = | > . .. د متزايدة على ] . 
۰" عندما : سن = 2 7 3 ] ع )در( 





د متزايدة على 1 ۵ ۰ م [ 6 ۰ 
/ 
(ب) ۰ درس - ك دالة قابلة للاشتقاق على 2 یکون : د (س) = | + ۲ حاج  -‏ ۱ < . 
بن + | 8 > 
+ د متنافصه على ] 7 ۰ + 7  [‏ 
۵ ۱ رس + ۱()۱)- (سس)(۲] س) | - ہں' 0 دید ١]‏ 1 
٠‏ س( = TT TT ggg‏ اللا ogg rk‏ *.* عند ٦ — ٠‏ 
(س'+ و (س'+ |" جح ۳ 2 لے ہو 1 
بوضع : دا(رس) = . يكون : | -س؟ - . 7 >0 
ہےر ۱ سے 2 ,۱۶ + د متزايدة على ] 7 ۰ 7۲ ( 
و ۱ TT‏ 
ببحث إشارة د ( س ) فی كل فترة كما بالجدول التالی نجد : و الجدول التالى یوضح ذلك ٠‏ 


۳ 





ا 


ا الننننتومی أحمد ااا أهمو القنتم» 






المته للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 
۰۰ 0 + + / 0 ۷ 
(ب) ۰ من الشکل : مذحنی د (س ) یمثل منحنی داله تربیعیه 





إجابة تفکیر ناقد صفحة 1۶ 
یوضح الشکل المقابل : منحنی دأ ( سس ) 
للداله د حيث : د(س) كثيرة حدود 
(() عين فترات التزاید و التناقص للدالة د 
(ب) آوجد مجموعة حل المتباينة : د (س) > 
الحل 
٠“ )0(‏ منحنى د( .س) بقع أسفل محور س في ] - ده ۰ - ۳ [ 
EE‏ فى ]- م ۰ - ۳ [ . د متناقصة على ] - م » - ۳ [ 
٠‏ ““ منحنی دا( س) يقع أعلى محور س فى ] 1۱۰۳ 
> درس > . فى ]-اء 1[ 2 ۰ متزايدة على ] -1» |[ 
, ا مکی دا(رس) بقع أسفل محور س فى ]۰۱ [e‏ 






نفرض آن , 
> ' منحنی د ( س ) يمر بالنقط (۰۰۱) ۰ (- ۰۰۳) < (- (Fol‏ 
.*. بالتعويض بهذه النقط تباعاً فى المعادلة 


اب سے گا -ر - ۱ 


: د(س) = اسآ + بين + ح 


: د (س) = مين + بين + ح 


ینتج : م + پ + جح = . () 2 ۳۲۹ پ + ح - . (۲) 

> م اب + اه - (۳) بطرح () من (۲) ينتج : 

۸ - 5 ب =. “. ب = ۲( )1( 

بالتویض من () فی (ا) ۳(۰) ينتج : 

۳+ ها -. ۰ -م+ه - ۲ . بالطرح ينتج : | =  -‏ 
بالتعويض فى (ا) ۳(۰) ينتج : ب = | ۰ جح - 1 

" تفرض آن ؛ دا(س) ‏ ا میم دب ۲ 

3 سی ےت > د (س) > . 2 ج =2 


۰ مجموعة الحل = ]- م ۰ - ا[ 


اجابة حاول أن تحل (۳) صفحة 35 
حدد فترات التزاید و التناقص للداله د حيث ۰ 


/ ۰ اب 
3 ۲ | ۰ *. د متنافصه | ۰ نی ے > 2 7 1 
ا 100 فو تہ د (س ) = س - ۵ ہکم ارسم منحنی الداله د و تحقق من اجابتك 
من الشکل نلاحظ الجدول التالی : ۱ 
د( س ) = مس - ۵ ۲ دالة قابله للاشتقاق على م 
. د (س) = | 2 بوصع : د ( س ) = . 
الخد 000 © TT‏ تا لا 12 يكون : ۱ و د وس ر 


عم | ای | شلوك درس). 
“. د متناقصة على ] - م ۰ - ۳ [ > د متزايدة على ] ۳ ۰ | [ .۰ 
د متناقصه على ] | ۰ م [ 





دارس) ۱١”‏ - و 


/ 
ببحث إشارة د ( س ) كما یلی : 
"٠‏ عندما ۰ س = 


51 ] مه . . [ 


۰ > ۳ = 


يكون : 
+ د متزايدة على ]- م ۰ .۰ [ 


5 
احمد التننتومی 









المتميز للریاضیات أحمد التفاضل و الكامل ١ه‏ ) نانوی 
»> .۰ عندما : من = |3 ]۰۰ هه [ 
1 

د( س) = | -ه = الارا < . 

> الجدول التالی یوضح ذلك : 


04 درس ) = (س - ۳) 


‌ِ رس - ۳) دالة قابلة للاشتقاق على م 

دارس) داع زس ۴) يوضع : دا(س) = . يكون : س = ۴ 
ببحث إشارة دأ( س) فى كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 
وسو E‏ ا 
۲+ 0 | شارة رس 
ل ھا 


O 





TESTE مك‎ ES 
كما أن الشكل المقابل يوضح‎ 

منحنى الدالة د » و منه تجد : 

د متزايدة على ] - م » . [ 5 


د متناقصة على ] .۰۰ هه [ 





مس | سلوك درس 





د متناقصة على ] - ص » ۳ [ > د متزايدة على ] ۳ ۰ م[ 


5 د رز س ) = بن" 3 س۲ + 0 
حل تمارين (۳ - ۱) صفحة 10 بالكتاب المدرسى 










۱ ا 

۱ ۲ ضس ۱ م حايى' ‏ 1 الة قابلة للاشتقاة 

حدد فترات تزايد و تناقص الدالة د فى كل مما يأتى : ويه 1 002 3 ق على 6 
۲ وارس) = ۳ سس" - 16 سس = ۳ س ( من 2) 

(ا) درس ) = س - 2 بن 


الحأ بوضع : د (س) = . یکون : من = . ۰ سس < ق8 
إشا كما بالجدول التا ۱ 
× دلاسن)- س' - سن دالة قابلة للاشتقاق على .© ببحث رة د( س) فى کل فترة ول التالى نجد 


لسن سے س و سم (س -۲) کک 
بوضع : دا( س) = . يكون : س = ۲ 
ببحث (شاره د س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 
کے ل ل کے 
۰:2 "ھ8 
تح ےش ۱۱۱ 


“. د متناقصة على ] - م ۰ ۲ [ > د متزايدة على ] ۲ ۰ م [ 


8 ا ٗٔ8 
ایس | سے | سلوك درسن) _ 
د متزايدة على ] - ہب ۰ . [ »> د متناقصة على ] .۰۰ 5 [ ٠»‏ 
د متزايدة على ] ۶  ›‏ [ 












أحمد اة التفاضل و التكامل ( " ) ثانوى 


المتمدز للریاضیات أحمد 6 

(5) د (س) = ۹س - سس" 1-9 سر 
الحل _ + 0 -- ] إشارة درس 
+ د( س) - وس - س٣‏ دالة قابلة للاشتقاق على جح سس یسح سوك درس) _ 





درس = 9 سا = زس عاسم )رس + ا۴ ) د متناقصة على ]- م ۰ - |[ ۰ د متزايدة على ] - ۱ ۰ ہہ[ 
, 7.7 1 ۸ ۰ 5 ۰ | : 

ا ٗ9 و عابنا ۴۰۰۰۰۹" () درس) ع ۳(س دع 

ببحث إشارة د ( س ) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : الحل 


ےٹک .ت + درس = ۲ - مم وس ع)” دالة قابلة للاشتقاق على .ح 
7 ,0 ,7 ده 

.ہت سس لی ہت ا سوه درس _ 8 رس۔۲ × ورس -۲) 7 
د متناقصة على ] - مه ۰ - ۳۷۸ [ ۰ د متزايدة على ] - ٦۴ء‏ إ۴ [ 
> د متناقصة على ] ۷ ۳ ۰ یہ[ 


0 


۱ 





بت 9 


= - ۶( سس - ۲) = 
مس - ۲ 





۰ / 
بوصع : د ( س ) = . یکون ۽ سس د ۲ کے ہہ یس = ۴۲ 
ببحث إشارة د"(س كما يلى : 


(0) د(ٹس ) = ہس + و س ۱ 
٭ عندما : سن = |3  ]‏ مه ۰ ۲ [ يكون :د (س) < 5 > . 


الحأ 
0 س"* + ع سس دالة قابلة للاشتقاق على 2ح “. د متزايدة على ]- م 2 ۲ [ : 

/ 
٭ عندما : س = 3۳ ]۲ . م [ یکون :د (س) = - 2 < . 


دارس) وس + و ع رس ١+‏ بوضع : دا(س) = . 
*. د متناقصة على ] ۲ ۰ هه [ الجدول التالی یوضح ذلك : 





يكون : بس " + | = . سس" = | “. مس = | 

ببحث (شارة دأ( س) كما يلى : 

٭ عندما : سس = ۲ 3 ]۰۰-1 ا[ یکون : 

لما ب ب دا سس سس | سوه درس 

ا عندما : س = 31 ]-۰۱ ۰ [ د متزايدة على ]- م ۰ ۲ [ : د متناقصة على ] ۲ ۰ © [ 
کون : (س) = ۸ + د متزايدة على ]| | ۰ |[ 


> الجدول التالی یوضح ذلك ٠‏ 


ا 








۳ 











المتمیز للریاضیات آحمد التتنتورى التفاضل و التکامل (۳)_ثانوی 
/ 
(۷) درس ) = ۱ ا ٭ عندما : سس ے 21 ۲-۱ ۰ [ يكون : د (س) < 5 > . 
الحا . د متزايدة على ] - ۲ ۰ م[ ٤‏ الجدول التالی یوضح ذلك : 
درس)- | يل دود سا دالة قابلة للاشتقاق على ح - ١‏ . ]۲ 
ہے" _ دع _ ا 
د (س) = -(-۱) سے ےہ بي 
/ ۱ ۳ 
> " د(س) غير معرفه عندما : س = . ہم -: ,؛؟ 
نبحث إشارة دأ (س) كما یلی : سس 
دما : بس - ۵ : درس - ) د رس) - تا 
" عندما : سن = 1 5 ]- ۰0 . [ يكون : د ( س) = | > . سن 
“. د متزايدة على ]- م ۰ . [ . ." عندما : من = |23 ] .۰۰ هه [ T7‏ ہے ۱ 
3 سح تسس اله قابلھ للاشتقاة 5 
يكون : دا(س) = | > . 1 درس ) ۳ د ق على [ ۱ ۰ © [ 
. د متزايدة على ] . » ب[ | ا س | ۳ ۳ 
> الجدول المقابل يوضح ذلك : E‏ بالضرب بسطا و مقاما × ماس -1 
د متزايدة على کل من : ]- 1۰۰ ٠.1]‏ ” [ ۱ سس یم ين 
ہہ د جہزہں) << 
بسن م س) ۲ س باس - | ۲ س باس - | 
(۸) + ( سس ) > بن + ۲ > درس = . عندما : س = ۲ 
الح : ٠د(‏ س) غير معرفة عندما : سس = | 6 من = . 58 د[ ۱ .مص [ 
ا سن _ 4 e AFIR‏ جر که 
٠‏ د(س) = بنج دالة قابلة للاشتقاق على ب - ( - ۲ ) “. نبحث إشارة دأ( س) كما يلى : 
+ / 
سس 0 رس + ۱()۲)- رسن - ۲( _ 1 . ۰ عندما : سن = ۱,۲۵ 2 ۰۱۱۲ ۲ [ یکون : د ( س) = وه > . 
دس + ۲)" دس +) “.د متزايدة على ] ۰۱ ۲ [ 
٠‏ ۰۰ دأ س) غير معرفة عندها : س = ع 4 م) !]م , عندما : س < هو 23 ۲۱ ۰ ہب [ یکون : د ( س ) = - 8ك < . 
“.د متناقصة على ] ۲ » م [ ٦‏ الجدول المقابل يوضح ذلك : 


“. نبحث إشارة دأ( س) كما يلى : 
1 
« عندما : س = ام 5 ]ام ٠ع[‏ يكون : درس ع > . ااال نے ےتں۔ 
ند متزايدة على ] - م ۰ - ۲ [ » ا ر 
ص[ | سوه درس) 






المتمرز تلریاضیات 






أحمد ی التفاضل و التكامل ( ۳)_تانوی 

د متزايدة على ] ۰۱ ۲ [ . د متناقصة على ] ۲ ۰ ه [ 05 د(س) = 0 - ۲" 
() د(س) = س + لو س بد ۱ 
الحل درس د 0 - ۴ - دالة قابلة للاشتقاق على ما 

× درس) = بن + لور س دالة قابلة للاشتقاق على ] . » م [ ای .۱ ماس ⁄ . 

/ س 

2 وس 1 ٩‏ سکب > د(رس) < . لكل س دح “. د متناقصة على م) 

> ارس غير معرفة عندما : سس = ۰ 3 ]۰۰ 6 [ (۱۳) آثبت أن : الدالة د حيث د(س) = طاس - س 

[ 23+ » . ] لکل س د ]۰.1 مه [ "۔ د متزايدة على ] . متزایدة على‎ 002009 ١ 

تھ 

(01) د(س) = ۳ - لو سس سے 
الحأ 


““ د( س ) = ۳ - لو س" دالة قابلة للاشتقاق على 6 - إ . 


1 ؛۔+ د(بس) = طاين ‏ س دالة قابلة للاشتقاق على ] . ۰ +7 [ 





ای فا من .۱ طا نس 
وارسں) سا کج د پل > درس) > . الكل س 5 ]۰۰ +2 [ 
0 *. د متزايدة على ] .سم [ 
> " د(بس) غير معرفة عندما : س = C8.‏ .۲ 
اشارة د"(س) كما يلى : ۱ (15) حدد فترات التزايد و التناقص للدالة د حيث 
٭ عندما : سن = - ۱ 3 ]- م . . [ يكون : د ( س ) = ] > . د (س) = ۱ - حاس ی .> بن < ٣ہ‏ 
+ د متزايدة على ]| - م »> . [ ۰ الحل 
> عندما : س -1 23 ]. .)م [ يكون : دا( س) = عم < . “١‏ د( س ) = ۱ - حاس دالة قابله للاشتقاق على ] ۰۰ ۲ 7 [ 
:. د متناقصة على ] . ۰ مه [ ۰ الجدول المقابل یوضح ذلك : :. دا رس)  -‏ حتاس 
جر اسر 





ضع : د رس ) يكون : حتا 
بوضع : د (س) = . یکون : بن < , 
ار ادا درس بے 0 مس و 
00601 11 ی إشارة د ( س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 
د متزايدة على ]- هه ۰ . [ 5 د متنافصه على [ .۰ ۰ هه [ 
5 
أحمد ا(شنتمہی 





لے 





د متناقصة على ] . ٠‏ 2 7 [ لأن 


: س تقع فى الربع الأول 
حيث : حتاس موجبة فتكون : دأ( سس)  -‏ × + 
٠‏ د متزايدة على ] یم ۰ 22 [ لأن 
حيث : حتاس سالبة فتكون : دا( س) = - يار 
"اد متناقصة على ] 7 ۰ 7۲ [ لان 


۳ ۰ / 
حيث : حتاس موجبة فتکون : د(س) = - × + 


= + 
: س تقع فى الربع الأول 


(10) إذا كانت : د ء ہر دالتين قابلتين للاشتقاق › 


د رس) < ام رس) لكل س دح فثبت أن : الدالة ع 
حيث : ع (س) = د (س) ناص (س) متناقصة لكل 
س 3ہ 
الح 
٠.‏ ع (س) = د( س) دس (س) لكل س 3ے 
۰ بالاشتقاق بالنسبة إلى س ينتج : 
/ / / 
ع (س) = د (س) دس (س) 
۰ قاوس) < ی رس کل س 3 ی 
ےھ د (س) اص (س) < . لکل س دح 
٠‏ غ5 لکل س 3 مي 
٠‏ الدالة ع متناقصة لکل س دس 


: س تقع فى الربعين الثانى و الثالث 





۳ 
احمد النتت التفاضل و التكامل (۳) ثانوى 


مم القیم العظمی و الصغری ( القیم القتصوی ) 


تعریف : 
النقط الحرجة 
اذا كانت ح 3 ] (. ب [ › د(ه) - . 


أو الدالة د غير 
قابلة للاشتقاق عند س = دح أى أن 


/ ۲ ۲ 
: د (ح) عير موجوده 


قعریف : 

3 _ القيم العظمى و القيم الصفری المحلية : 

اذا كانت الدالة د متصلة ء مجالها ف ء ح هد ف 

فانه يوجد للدالة د ۰ 

(۱) قيمة عظمى محلية عند س = اح اذا وجدت فترة مفتوحة 
لكل ] (» ب [< ف تحوى ح و يكون دا (س) < دا (ح) 
س 3 ] (. ب [ 

(۲) قيمة صغری محلية عند س = اح اذا وجدت فترة مفتوحة 





لكل ] ٠ء‏ ب [د< ف تحوی ح و یکون د"(س) > دا (ح) 
لكل س 2 ] ٠ء‏ ب [ 


استخدام المشتقة الأولى لتحديد القيم العظمى و الصغرى المحلية : 
إذا كانت : ( ح › د(ح)) نقطة حرجه للدالة د المتصلة عند اح 
و وجدت فترة مفتوحة حول ح بحیث : 

/ 
(0 دارس) > . 


4 د( س) حر . 





SEIN REO 


TET 0‏ 
قيمة عظمى مطية | درج 





صر 


/ + 
(۲) د (س) < . عندما س <حہ 
> دا(س) > . عندما س > حہ 
فان : د(ح) قيمة صغری محلية 


3 دارملی > . 


د ڑک)ے 






(سن) حدم 





د ( ح) قيمة صغرى محلية عند اح 
(۳) إذا لم يحدث تغير فى إشارة د (س) على جانبی ح فانه ٠‏ 
لا توجد للدالة د قيم عظمى 
أو صغرى محلية عند ح 
اج نے نے 
+ + + +| إشارة د رس 
سك بك سے 





د ( ح )ليست عظمى و ليست صغرى 












نتوی التفاضل و التكامل (۳) ثانوى 


۲ہ ئ 
لف لے 


سس 





د ( = ) لیست عظمی و ليست صغرى 
اعد تعين القیم العظمی و الصغری المحلیه للدالھ پاستخداد 
المشتقة الأولى 

(۱) نحدد مجال الدالة 
۱ / 
() نوجد د ( بسن ) 
7 نوجد النقط الحرجه للدالة 
7 5 / 7 4 جه 
: القى تجعل د (س) - أو عير موجودة 
۳ نبحث إشارة د"(س) حول النقطة الحرجة و لتكن : 
) فى جوار س = در : اشارة در س) تفیرت من موجب 
(قبل " على يسار " س = > ) إلى سالب 
(بعد " على یمین " س = د ) 
كانت د (حہ ) قيمة عظمی محلية 
هة 3 4 / به ٭ 
۲) فى جوار س = د : إشارة د (س) تغيرت من سالب 
(قبل " على يسار " س = ح ) إلى موجب 


(بعد " على یمین " س = د ) 
كانت د (ح ) قيمة صغرى محلية 





المتميز للرياضيات 


5 میت ا 
۳ فى جوار س = د : لم تتغیر اشارة د ( بن ) 
كانت د (ح ) ليست عظمى محلية أو صغرى محلية 

إذا كانت الدالة د متصلة على ] ہء ب [ و كانت للدالة د 

قيمة عظمى محلية أو صغرى محلية عند حا 3 ] ۰ ب [ 

5 ۱ / 1 i 

فان د (ه )= . أو د (ح) عير موجودة 

ملاحظات 

(۱) عكس النظرية غير صحيح 
ای أن ۰ اذا کان د (د) ك أو غير موجودة 
لدالة متصله عند ح فليس بالضرور:ة وجود قيمة 
عظمی أو صغری محلية عند ح 

(۲) نقط القيم العظمى و الصغری المحلية تكون نقط حرجة 
و العکس غير صحیح ۱ ۱ 
ای أن : النقط الحرجة قد تکون عظمی أو صغرى محلية أو 

ليست عظمى و ليست صغرى 

(۳) إذا كانت الدالة د تزايدية ( أو تناقصية ) فى فترة ما فليس 
لهذه الدالة قيم عظمى ( أو صغرى ) محلية فى هذه الفترة 

)٤(‏ النقط الحرجة للدالة التى عندها المشتقة الأولى = صفر 
يكون عندها المماس أفقى ( يوازى محور السينات ) 

و تسمى : نقطة التوقف 


(0) قد تكون القيمة العظمی المحلية أصغر من القيمة الصغرى المحلية 


للدالك 


4 7 ۰.۰ ۱ 


التفاضل و التكامل ١‏ ۳ ) نانوی 
إجابة حاول أن تحل () صفحة 1۸ 
ا كان : د(س) = + س" ۹ س + ۳ 
اوجد القیم العظمی و الصغری المحلية للدالة د 
الحل 
۷× د ( س ) = د س ٩۹‏ س + ۴ »> د متصلة لکل س د ئح 


۰ درس - س' - ۹ = ( س ۳) ( س + ۳) 
» عندما 


: د ( س ) < , ہہ ہیں = ۳ 4 نع یج ے ۳۳ 


“. توجد للدالة د نقطتان حرچتان هما : (۳ ۰ - ۱۵) ۰( ۳ ۰ ۱۲۱) 
ببحث إشارة د رس ) فى كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 


اک وی - 9« 


E 






-8٣‏ .6ص .و۳۰92 
سس یم ہے ] سلوك درس) . 
د (۳)  -‏ ۱۵ قيمة صغری محلية ۰ د( - ۳) = ۲۱ قيمة عظمی محلية 
اجابة حاول أن تحل (۲) صفحة 1۸ 

أثبت أن للدالة د حيث : د( سن ) = اس' قيمة صغری محلية 


الحأ 
درس ) = اس' = س ' ۰ د متصلة لكل س دح 
من - کی اس حيث : س + . 
لاس 


/ ۳4 مج یب 
> “م د (بس) غير موجوده عند : س = . 
”. توجد للدالة د نقطة حرجة هی : (. ؛ . ) 


ببحث إشارة د (س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 

































تمرز للرياضيات احمد التتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


د متصلة لكل س 3 2 إ. 4 » من الجدول التالی نجد : 





د(۲-۱) < 2ے و E‏ > د(۲) = 0 
دق سم مت شور بت 


إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة 39 


إجابة تفكير ناقد صفحة ٦۸‏ 
هل للدالة د حيث : د(س ) = بن" + ۳ بن' - ع 





ل , أوجد القیم العظمى و الصغرى المحلية للدالة د حيث : 

د(س) = اس + ۳ ببس" ع ۰ د متصلة لكل س دح 3 د (س) = کک مبیناً نوعها 
دا (س) = م س' + ۳ دام (س ٣+‏ 'ے, الحل ۲ 
ای لا یوجد قيم للمتفیر س تجعل د( سى) = . ۰ أو د( سى) غير موجودة 9 د(س) < کت حیث : مجال رسن حا - (۱) 
٠‏ لا توجد للدالة قيم عظمی أو صغری محلية بے SD‏ نما نص (-۱)(س) 

إجابة تكنولوجيا صفحة 1٩‏ ك 

يبين الشكل المقابل : (۔ س )اس -6) 

منحنى الدالة د باستخدام أحد (1- س ) 


/ 5 5 
> د ( س ) شير معرفة عند : مس = | 5 مجال د( سن) 
/ 
> د ( س ) =. عند .۰ بس = ,مم س د ۲ 
*. توجد للدالة د نقطتان حرجتان هما : (. .  ۰۲(۰ ) ٠.‏ 5 ) 


البرامج الرسومية 
قارن بين جدول المتغيرات 
و منحناها . ماذا تلاحظ ؟ 






۱ نحنء الدالة د نحد كد ہر د( .س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
من منحدى جد : 
د(-۲) = - 2 قيمة عظمى محلية 


+ د(۲) = 8 قيمة صغری محلية 


+ 





5 
ود اده أاحمد ازن = 4 


آ دہ 


5 






أحمد التتنتتومی التفاضل و التکامل ( ا ) ثانوى 
القيم القصوی لدالة على فترة على فترة مغلقة : إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة 1٩‏ 
تعريف القیم القصوی 3 أوجد القيم القصوی للدالة د ٠‏ 
إذا كانت د دالة معرفة على [ (۰ ب ] وكانت د 3 [ ۰۲ ب] سے 
اپ ۱ (0 د(س) = با سه ۰ س 5 2۰۰1 ] 
(۱) د (ح) هی قيمة صغرى على [ ۰۲ ب ] عندما يكون : (ب) د( س ) = E‏ 1 بن 3 [ ۱ ۰ ۳ ] 
د (د) < د( س) لكل س د |[ ب ] ۳ س + | 
() د (ح) هی قيمة عظسرى على [ ۰ ب ] عندما يكون : 0 درس اسو س 00 
د(ح) > درس لكل س 3 ۰۸1 ب ] (() ۰" د( س )= .| س بن ۱ 
ملاحظات 


> ارس ناس ۲( + 
۱ / 
(۱) القيمة الصغری و القيمة العظمی نداله على فترة تسمی القیم 3 بوضع : د (س) = . 
القصوی للدالة على هذه الفترة 


(۲) القيمة القتصوی یمکن أن تحدث عند أى نقطة داخل الفترة أو 


= .| ۸۵ ۲ (۱ - بن ) 
DON ©‏ تک . 

. بن = | 3 [. ۰ ۶ ] 

“. توجد نقطة حرجة للدالة هی : درا = ۱" 


مب ۱ - سے گا = 





ےا 
2 
۾ جه جم + مه 7 ¥ ی که ہے چیه IY‏ 2 7 ۶۰ 
علی حدود الفترة و عندما تحدث عند حدود الفترة تسمی نقطة ہے در( دم د(ع) = وه اديوه 
حدیه قصوی . للدالة قيمة عظمی مطلقة 2٠  -‏ قيمة صفری مطلقة = . 
خطوات ایجاد القیم القصوی للداله د على [ ۰۱ ب ] : 


() نوجد النقط الحرجة للدالة أى : التی تجعل د (س) = . 
أو غير موجودة و التی تنتمی إلى [ ۰۸ ب ] 

(۲) نوجد د (() ء د (ب ) و قيمة الدالة عند کل نقطة حرجة 

(۳) نقارن بين القیم السابقة كلها فتکون : 


(ب) « درس) ۔ ےگ . س 5 ۳۰۱-1 ] 





۳۳ رس + ۱)(ع۶)- ٤(‏ سن)(]سن) 0 ۶ ٤وس'‏ 
٠‏ د ( س ) = سس ا ل ٠‏ 


رس؟+۱) رس؟+۱) 
بوضع : دا (س) = . يكون : 5 - و مس" = 
) اکبر هذه القیم هی القيمة العظمی المطلقة فى [ ۰۲ ب ] ۰ -و(س۱-۲) -<. ومنها : 
۲) اصغرر هذه القیم هی القيمة الصغری المطلقة فى [ ۰۲ ب ] سن =| 5 ۳۰۱-1 ] ۰ س - | و ۱-1 ۳ ] 
نظرية : “. توجد نقطتان حرجتان للدالة هما : د(-۱) = ام ۰ د(ا) = ۲ 
إذا كانت الدالة د متصله على [ ۰۲ ب ] فان للدالة د قيمة عظمی مطلقة > درس - = 
و قيمة صغری مطلقة على [ ۰۲ ب ] 


. للدالة قيمة عظمی مطلقة = ۲ 5 قيمة صغرى مطلقة  -‏ م 
۱۳ 




















المتميز للرياضيات 


حل تمارین ( ۳ - ۲) صفحة ۱ بالکتاب المدرسى 
حدد القیم العظمی و الصغری المحلية ( ان وجدت ) للدالة د فى 
الأشكال التالية و بين نوعها : 
۳0( 


أحما القشتوری 
انح 


(0 د(.) = . قيمة عظمی محلية › 
د(۱) = 2 قيمة صغری محلية 
() د(-۱) = ع قيمة عظمی محلیة > 
د(۱) = ۲ قيمة صغرى محلية 
(۳) د(.) = . قيمة عظمی محلية ء 
د(-۱) = | قيمة صغرى محلية 








۳ 


5 


4 7 ۰.۰ ۱ 


التفاضل و التکامل ( ۳ ) ثانوى 
اوجد القيم العظمى و الصغرى المحلية ( إن وجدت ) للدالة د فى 

كل مما يأتى مبینا نوعها : 

)٤(‏ د ( س ) = بن + ییا + م 

الحل 

۰ د ( س ) = مس + ۳ بن" + ۲ ٠‏ د متصله لكل س دح 

وا زسں) = ۳ س؟ + 1 س = ۳ س ر س + ۲) 


» عثدما 


:د (بس) = . ہہ سس = ٠‏ سس = ] 
“. توجد للدالة د نقطتان حرجتان هما : (. 388-١6 ) ۴ ٠‏ ) 
* ببحث إشارة د( .س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


ETO 0 7‏ 
سس ا کے 





د (.) = ۲ قيمة صغرى محلية › د( ۲) = 1 قيمة عظمى محلية 
(0) د (س ) = س ٣‏ س' 
الحأ 


۰ (س ) = س عم مس > د متصله لکل س < ئ 
ہتس جع ںا ب 4 سن = و سرس -۱) 
= 2 من زيمن |) ( س + ۱) 
؛ درس = مب منى = هم 6 بس ح | 4 س = | 
". توجد للدالة د ثلاث نقط حرجة هی : (۰۰۰) 2 (۰۱ ۱ ۰ 
( ۰۱-۰۷۱ ببحث اشارة د (س) فى كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 


» ند ما 


المتمرز تلریاضیات 
د ( - |) = | قيمة صغرى محلية »> د(.) < , قيمة عظمی محلية 
> د(۱) = | قيمة صغرى محلية 


(3) درس ) = ع س بسن" 





الحأ 
۰ د(س) = و س - ببس" »د متصلة لكل س 3 ل 
TOTS‏ ۳ ہں' = (۲ ب اس بن)( لياط س) 
> عندما : داڑس) - س = كاء س = خط 


2 7 للدالة د نقطتان حرجتان هما : 


٦‏ ۰ سا ۳ ہد 
رط ل رج لل 








ببحث بل ہے ام بر مد تی 


۳ © 09, - E 
ا ا ا‎ 











u _ ۲‏ : 
ہے ہے فيمك محلیه 
)7 کت ام صترى مهد 
۳ آل ورد ۱ 
اہ گے۔ محلية 
۰ ) = کید قيمة عظمى محلم 
(۷) د(س) = ۳س - م بن" 
الح 
د ( س ) = ۳ س مھ مسا »> د متصلة لکل س د ن 
دا( س) = ۵ س ۱۵ س" = ۱۵ س' (س' )١-‏ 


= ۱ س"(س -۱) ( س +۱) 





امد الاه ی التفاضل ر 


/ 


. توجد للدالة د ثلاث نقط حرجة هی : (۰۰۰) ۰ (۱ ۰ ۲) 


۷+ ۱ 
(-٠٢٢)ء‏ ببحث إشارة د ( س ) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


| © OG O 


TO 6 O 
لین سس‎ B8 


> د(۱) = ع قيمة صغری محلية 





د ( - |) = ۲ قيمة عظمی محلية 
لاحظ : د(.) - ليست قيمة عظمى أو صغرى محلية 


4 / 
حیث لم يحدث تغير لإشارة د ( س ) عند : س < . 





الحل 
د(بس) = ۳ س ءد متصلة لكل س 3 م 
دارس) = ہے س = یس 
> .“د متصلة عند : مس = ؛ د( س) غير موجودة عند : اس = . 


”. توجد نقطة حرجة عند ۰ س -<- . هی : (۰ ۰ ۳ ) 


ببحث (شارة سا ی ای ا کم اس مرس که کبک اسم نج 





")۲ + د(س) = رس‎ )٩( 





التحامل ( ۳ ) نانوی 























المتمرز تلریاضیات 
الحأ 


۰ د( س ) = زس + ۴) ' ء د متصلة لكل س دح 


کب 


و 3 ۳ ۳ 
١‏ ۳ باس +۲ 
ہھے_۔ / ۲ 
»> ."د متصلة عند .۰ س = ۲ »> د(س) غير موجودة عند : س = 
*. توجد نقطة حرجة عند : ہس = - م فی : (- ۲ ۰ ۰ ) 


59 بر / ۳ کي ا 5 1 
> ببحث إشارة د (س) فى كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 
کچھ و سس و ESLE‏ 





و[ سوه در 











د(-۲) = . قيمة صغرى محلية 
() د( س) = س + ےم 
الحأ 
۰ د ( س ) = س + 2 = بن + و س ' 
س 

> د متصلة لکل س 3 2 .,؟ 
٠‏ ۸ 
د ( س ) = + 2 × (- ۲ ) نس < | : 

/ 7 
> بوضع : د ( س) = یکون : س" - ۸ ای : س = ۲ 


. توجد نقطة حرجة عند : س = ٢‏ هی : (۰۲ بط ) 


ببحث إشارة دأ( س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 






احمد الششتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 





(اا) د(س) = س + كم 
الحأ 


د(س) = س + = س + ع (س -۱)"" 





بن | 
> د متصلة لكل س دح !|4 
ی اب ل اك 8E‏ 
( س --۱) 
> بوضع : دا( س) = . يكون : (س -۲)۱ = ومنها: 
بن | = ۲ اي : ٹس = ل ۰ مس | = ۲ ای : بن = | 
" .. توجد للدالة د نقطتان حرجتان هما : (-1اء - ۳ ) ء (0۰۳) 


1 و 4 
ببحث إشارة د ( س ) فى كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 











د( !) = ۳ قيمة عظمى محلية ۰ د( ط) = ۵ قيمة صغرى محلية 
(0۲) دس ) = س + م 
الحأ 

د ریس  )‏ گے - ۳ زس -م8)' 


٠‏ د متصلة لكل س دح ۲۱ ؟ 


۰ (س) = - -۲")۲- لپ بي 
درس ) ٣‏ ر( س ۳ 


رس - ۲) 
5 مع از 7 / ۲ 4 7 
> ““ لا توجد نقطة فى مجال د تجعل د (بس) = . أو غير موجودة 
“. ليس للدالة د قيم عظمى أو صغرى محلية 





















المتميز للرياضيات 


(۱۳) د(س ) سح ع ۵ - 
الحأ 


> د متصلة لکل س دح 
1 ہے ؟ 
۰ د ( س ) = ۸ بن ل 


*. توجد للدالة د نقطة حرجة هی : ( 


د ( مس ) = 1 و5 


: اس , 
(i<‏ 
ببحث إشارة دأ( س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
> () ]| س 
مت e TFTO‏ 


» عثدما 


مس هس[ سلوك درس) . 

د(.) = ع قيمة عظمی محلية 
(۶) درس ) < ۵ (۳ - بس ) 
الحل 

“٠‏ د(س) = ۵ (۳ بن ) ۰ د متصلة لكل س 3 ل 
ہار = 9 ”× (- ا) +ھڈ رس -س) 

= ۵۳ " بن 9 ” = (۲ - بن ) 

: دا(رس) = . و e‏ ہے 
“. توجد للدالة د نقطة حرجة هی : 


٠‏ عندما 
بن = ۲ 
ببحث اشارة دأ( س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 


د(۳) = ها قيمة عظمی محلية 





) ۵ “۴) 


GE‏ ۔ ‏ کے ےسک ہے 
8ھ 2/۱107 
یم )ہے 









5 





احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوى 
(00 د(س) دو” بو” 
الحأ 
“١‏ د(س ) = ھت + 4 ”" عد متصلة لكل س 3 ل 
ای ے ل > ابن = و ”رو -۱) 
بن = > عندما : دا( س) = . کو ۶ . 
و و ا کم -(١ه”‏ _إ)ره” +۱) <. 
ھ - | “. ہی سے أو : ۵ ” = | مرفوض 
“. توجد للدالة د نقطة حرجة هی : (۰۰ ؟ ) 
3 ببحث إشارة د"(س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
۔ ات | کت ۰ 
ر200 
اسلا لح ] سلوك درسن) _ 
د (.) = ۲ قيمة صغرى محلية 
)٦(‏ د(س ) = سن لو س 
الحأ 
۰ د(س) = س لو س ٠‏ د متصلة لکل س 2 ]. » [ 
سے ) سح ع با - ہیں - | 


۱۷ ہیں 


یکون : مس | ح . بسن =| 
: (۱۰۱) 
ببحث إشارة د رسس) فى كل فترة كما بالجدول عد 


/ 
د ( بس) = . 


“. توجد للدالة د نقطة حرجة هی 


> بوضع : 


المتميز للرياضيات 


(۱۷) د(س ) = ۸ لو س بسن" 


الحا 

× د( س ) = ۸ لو س - س' »د متصلة لكل س 3 ]۰۰ © [ 
3 ۳ 

» دا(س) - ۸ - ۲ بن = اسر مس - ۲( س - 2 ) 


بد © 


دق ایس تح 


> سس < ل ]. . هه [ . توجد للدالة د نقطة حرجة هی : ( 


ببحث إشارة د“( .س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
٦‏ ۱۵ لا مر 
70 - و 


فک و ”سے 
د(؟) = ۱,0۵ قيمة عظمی محلية 


(۸) درس)- ( 


الح 





من | ) لو س 


٭ د( س) = (س - | ) لو س ۰ د متصلة لكل س 2 ]۰۰ © [ 


دا (رس) = ۱ لو س + × (س -۱) دلو س + سا 





_. بس لور س + س | 
س۱ات 

# / 
٠»‏ بوضع : د (س) = . . من لو ين + مس |= 
لا يمكن حل هذه المعادلة جبرياً و من الواط 
عندما : س =| 


= فان : لو س = لور |= . 
٠‏ من لو ين + ين | = 
در 


فيه توجد للدالة د نقطة حرجة هی : (۰۱ ۰) 


عندما : سن = | أى أن : 
عندما : بن - | 





یکون : مس" - ۶ ۰ من = 3F‏ ]. .يي [ 


)۱۷۵ ۲۳ 





ضح أن : س = | يمثل حل لها لان : 


التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


ببحث إشارة ارس فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


ہس 
س00 


د(ا) = . قيمة صغرى محلية 





أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د على الفترة المعطاة : 


(1۹) د (س ) = س '۔ ى٣‏ س + | 


> س 3 [ - ع ۰ 1 ] 
للحا 


8 د( س )= سكسم س +| > د متصلة لکل س 2 [ - ۲ ۰ ۱ ] 


یارس ے سر ين" ب ۴ د ل۳(س دا اس + 

] ۱۰ ۲ - [ 3 ۱ < . = عندما : د“( س)‎ ٠ 

> س = | < [ 8 ۱۰ ] . توجد نقطتان حرجتان للدالة هما : 
د(-۱) عم ۰ د(ا) = دا .۰ د(-۲) - 

“. للدالة قيمة عظمی مطلقة د ۳ . قيمة صغری مطلقة  -‏ | 


(۲۰) د(س ) = اس - | ٠‏ س 3 [ ۲۲ ۰ 0۵ ] 


الحأ 
۰ درس ) = اس | »> د متصلة لكل س 2 [ ۲ ۰ ۵ ] 
تی دح ا 07 


| ماس‎ ٢ 
. - لا توجد نقطة فى مجال د تجعل دا( س)‎ . 
] ۵ ۰۲ 1: ۱ = د (س) غير موجودة عند : سس‎ ۰ 
۲ -< لا توجد نقط حرجة للدالة ۰ ۰" د(۲) = ۱ ۰ 3د(۵)‎ ۰ 
| = للدالة قيمة عظمی مطلقة = ۲ > قيمة صغری مطلقة‎ .*. 












آ دہ 


(۲۱) د (س) = حاس + ختاس ۰ من 3 ۰۰1 ۲۲ ] 


الحل. 


۰ د(س ) = حاس + حتاس > د متصلة لكل س 2 [ ۰۰ 7۲ ] 
/ 8 ۲ / 

۰ د (بس) = حتا بن حا س »> بوصع : د ( س ) = . 

يكون : حابن = حتاس کہ اها سن << و 

س = دوع 5 [ 7۲۲۰۰ ] او : بس < + 7۲ د [ ۰۰ 7۲ ] 


". توجد نقطتا حرجتان للدالة هما 


۰ ۰ د(.) = | ۰ 71۲(3) - | 
“. للدالة قيمة عظمی مطلقة = E"‏ 
(۲۲) د (س) = سھ ` . سن 5 ۲۰۰ ] 
الحل 


: د(+2) - ما درج - -م ۲ 


م6 قيمة صغرى مطلقة - مآ م 3 





۳ 


التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


(ح) معادلة المماس للمنحنى عند النقطة ( ۰۲ د ))٢(‏ الواقعة 

عليه هی : ٩‏ س + ص = .] 

الحل 

۔ د(س)۔ اس + ب س' + ها بن + ء 

س بد ۲ب س دح 

> .۰ المنحنى يمر بنقطة الاصل .٠‏ د(.) = . .ن ع < . 

۰ للمنحنى نقطة حرجة عند : سس = | نا حے 

۰ “اام + ۲ب += . )۱( 


۲, = ہیں + ص‎ 8 ٠ هی‎ ٩ ۲۰ = معادلة المماس عند هو ۲۴ مس‎ ۳۹ ٠ 
/ ۱ 

*. ميل المماس عند + " بن = ۳  "‏ = م۹۹ “. د (۲) = ے و 

۰ ۲۱۲ + وب لاه = ٩‏ (؟) 





> ۰ عند نقطة التماس ۰ س - م .*. من معادلة المماس ۰ 


٭ دلراسن)- س ل - > د متصلة لكل س د [ . ۰ ۲ ۲ ۹ من + ص = .۲ يكون : ۱۸+ ص = .۲ ہہ ص = ۲ 
درس إيرو” ابن ل×ھ۔ حدو” ( | س) “. المنحنى يمر بالنقطة )٢٢ ٢(‏ ای أن : د(؟) = ۲ 
> عندما : درس = . ۰ 7۰ م “£+ . ۳ + :ب + ۲ < < ۲ )۳( 
کہ س سے نی 2 ۲ بطرح (۱) من (۲) ينتج : (۲٩‏ + ]ب = ۹ (۶) 
“. توجد للدالة د نقطة حرجة هی : د(!) = ۳۷,. > بضرب (۱) × ۲ و طرحها من (۳) ينتج : ؟ ( - ۲ ۳ م ح | 
4 ۰" لد( ء) = . ۰ د(!) = ¥ !.. > بالتعویض فى ( 5 ) ينتج : ب = - ٩‏ 
“. للدالة قيمة عظمى مطلقة = ۳۷,. . قيمة صغرى مطلقة = . > بالتعویض فى (۱) ينتج : ح = ۱۵ 
(۲۳) أوجد قيم : (. ب ء دح › ء بحيث يحقق المنحنى : 
د(س) = اس + ب بن" + ح بس + ء الشروط التالية معا 
(م) یمر بنقطة الأصل 
(ب) له نقطة حرجة عند : ہس = | 
۹ 
أجمر ا[ززز = 4 أحمد ازن = 4 


ا 








۳ 


المتمیز للریاضیات احمد_التنتتوری التفاضل و التكامل (۳) ثانوی 
م _ ۳٣‏ رسم الم حنيات اذا كان للدالة د مشتقة دده غير صفرية فيمكن من خلاتها دراسة 
تزايد و تناقص المشتقة الاولى د و تحديد فترات التحدب لاعلى و 
تحدب المنحنيات ۰ التحدب لأسفل لمنحنى الدالة د 
e‏ ۹ اختبار المشتقة الثانية لتحدب المنحنيات ۰ 
لتكن د دالة قابلة للاشتقاق على ]۰۲ ب[ : نظرية . 
) يكون المنحنى محدباً لأسفل إذا كانت د" متزايدة على هذه الفترة إذا كانت الدالة د قابلة للاشتقاق مرتين على ]۰۲ ب[ : 


عو ي + ۷ / ۳ + # مړ جم 7 5 
نے سی اعلي جج ہرس جج () د (س) > . لجميع قيم س 5 ۰۲۲ ب [ 
, فان : منحنى د يكون محدبا لأسفل على ]۱ء ب[ 
// 5 

3 (۲) د (س) < . لجميع قيم س د ۰۲۱ ب[ 
۱ فان : منحنی د يكون محدبا لاعلی على ] ۰۲ ب[ 
اجابة حاول أن تحل () صفحة ۷۳ 

حدد فترات التحدب لاعلی و التحدب لاسفل لكل من المنحنیات التالية : 

(0 د(س) = س' - عبن + ۲ 

(ب) د(س) = بس و بسا 
ےڈ ےچ ھت جس اھکد الح 
ل لف | تسب سی (( + درس) - س' - وس +۲ 

1 کر 1 ۱ > د متصلة و قابلة للاشتقاق لکل س د 02 
/ 
ف مت امو کرت مشتقتها موجبة د" متناقصة و تکون مشتقتها سالبة ا 0 3-00" ۱ 
۲ ۶ ا 
رو ا ا ای : د (س) < . > د (بس) = ۲ ہے 
المنحنی يقع أسفل مماساته المنحنى يقع أعلى مماساته . المنحنى محدب لاسفل 

لكل س 3 مس 
و الجدول المقابل يوضح ذلك : 

























آ دہ 


(ب) د( )= اس" و من 
> د متصلة و قابلة للاشتقاق لکل س 2 م 
1 د وس" ۱۳ س" 
: د اسن ) - ۱۳س" ۴۶ س = ۱۲ من ( سس - ۲ ) 


۱ / 
بوصع : د ( س ) = . يكون : س < . ۰ س - ۲ 


/ ۰ ۰ 
ببحث إشارة د (س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


۱۸۱۱۱۱ oro 


منحنى الدالة محدب لأسفل فی ] - م ۰ ا[ 6 محدب لأعلى فى 
1 ۰۰ ۲ [ 3 منحنى الدالة محدب لأسفل فى ] ؟ ۰ © [ 








اجابة تکنولوجیا صفحة ۷۳ 

باستخدام أحد البرامج الرسومية ارسم الدالتین د ء س حیث : 
د(رس) = ماس 4 س ( من ) = بن و حدد فترات التحدب لأعلى 
و النحدب لأسفل و حقق اجابتك باستخدام اختبار المشتقة الثانية 

الح 


4 


| 





تتننتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) تانوی 






من الشکل نجد : 
منحنى الدالة محدب لأسفل فی ] - م : 5 | 
3 محدب لأعلى فى ] ۰۰ » [ 
التحقق باستخدام اختبار المشتقة الثانية : 


د(س) = ]اس ۱ 


بی + د متصلة لفل ہی دح 
/ 
د (س) = ذس 3 


- - ا 
۹ اس' 


>] 


// 5 ۳ - ۲ 5 
د ( س ) = - + مس حيث : س +± . 


3 ببحث إشارة د" (س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


با ۱ 1 
"- لشت + + | شارة ه وس 
منحنی الدالة محدب لاسفل فی ] - م : ۰ 1 
4 محدب لاعلی فى ] ۰۰ » [ 








من الشكل نجد : 
منحنى الدالة محدب لأعلى فى ] مه : 


المتميز للرياضيات 


التحقق باستخدام اختبار المشتقة الثانية : 
> د متصلة لکل س د مر 


درس - 0ئ 


3 


/ 
. ۵ا(س) = 


۹ راس 
بیحث اشارة ع لا عم فى کل فترة كما بالجدول لے نجد . 
ہے a‏ 


/ 
د (بس) < ب حيث : سس + . 





لق ا ال | تحدب منحنی درسب) 

منحنی الدالة محدب لاعلی فى ]- م ۰ .[ ۰ ]. 
ملاحظه : 

قد یتغیر اتجاه تحدب منحنی الدالة المتصلة من أعلى إلى أسفل 


J هه‎ < 


أو من 
سفل إلى أعلى عند نقطة بنعدم عندها المشتقة الثثية لدالة أو و تكون 
عير موجوده 
نقطة الانقلاب ۰ 
تعریف : 


إذا كانت د دالة متصله على الفترة ]۱ء ب[ ۰ ه 3 ] ۰۲ ب[ 
و كان لمنحنى الدالة مماس عند النقطة ( ح ء د(ح)) فان : 

هذه النقطة تسمى نقطة انقلاب المنحنى الدالة د إذا تغير تحدب المنحنى 
عند هذه النقطة من محدب لأسفل 
إلى محدب لأسفل 

٠ ملاحظات‎ 

(۱) نقطة الانقلاب عند ح 3 ] ۰۲ ب[ تعنى أن 


سفل إلى محدب لأعلى أو من محدب لأعلى 


: د (ح) تكون معرفة 


تتننتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


(۲) قد يكون للمنحنی نقطة انقلاب واحدة أو أكثر 

(۳) نقط الانقلاب هی النقط التی تفصل بين مناطق التحدب لأعلى و 
مناطق التحدب لاسفل 

(5) المماس عند نقطه الانقلاب یقطع منحنی الدالة 

)0( النقطة ( = . د(ح)) تکون نقطة انقلاب لمنحنی الدالة د 


إذا تحقق ما یلی : 
) منحنی الدالةه د متصل عند النقطة ح 
3 


) يمكن رسم مماس وحید لمنحنى الدالة د عند النقطة ح 


: دا(ح) دح ؟ موجودة 1 
أو غير معرفة " المماس عندها رأسى " 


أى أن 





س) تتغير إشارة د“( س) قبل و بعد النقطة ح 
ای أن : د“ (ح) = . أو غير موجودة 


و الأشكال التالية توضح ذلك : 
ا 
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المتميز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التعامل ( لا )_ثانوى 


متصله يتغير اتجاه تحدب المنحنى قبل و بعد ح و لها مماس عند ح عير موجودة عندما سن = | 


توجد نقطة انقلاب فى الأشكال (ا) ۰ (۲) ۰ (لا) لأنها منحنیات لدوال ۱ ۴( س + ۳ ) عندما س < - | 
در س) 
لا توجد نقطه انقلاب فى شکل (5) لعدم وجود مماس وحید عند ح ٩‏ س - ۳ بس عندما س > - | 


. الدالة د متعددة التعریف مجالها 2ح 
۰(-۲۱) <در-۱) <د(-۱) - 


مہ 2 0 ۰ لا يوجد مماس للدالة عند : ہس = | 

اجابه حاول ان تحل (۲) صفحه ۷0 ۲ عندما س < - | 
(س + س)' عندما سن < - | رسع د ا غير مج عندما س = | 
إذا كانت : د(س) = ۱ : er‏ عندما ہس > - | 
_ عندما _ 

۱ تکاس ٹر e E‏ يكون : 3-5 سن ے,. .س - | 
5 رات التحدب ىن احت سے ہے سو ای 5 ببحث إشارة د رس) فى کل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
و أوجد نقط الانقلاب و معادله مماس المنحنی عندها 3 دا 
الحأ 





لح إل كك | س ٤‏ سے 





“. الدالة د متصلة عند . ہس د - | 
5 ف( ٤‏ ب ل و - 1 ۰ »> و له نقطة انقلاب : 5 
ا ست ا دد )١‏ محدب لاعلی فى ] ۱ م[ ۰ و ب هی 0 (f‏ 
وست ٠‏ ميل المماس = [د ( )ار ې = ۱ ۳۱*۷ ۷ (۱) = 
= نو | (دا+ ه + ۳) - 5 , ۱ ۳ 
نت ٹچےاے .+۔ AE‏ *. معادله مماس المنحنی عند (۰۱ ۲) هی : ص - ۲ = ۳ ( س | ) 
= ساره +ع ) دة ای : ۳ بن - ص | =. 
ھ سے و 
۱ ۱ 3 إجابة تفكير ناقد صفحة ۷۵0 
i‏ د(۱ ) - نها طِ 27 2> 0+ 5 5 ہے ۰ 
aa‏ يمثل الشكل المقابل منحنى د" (س) على 
= ن 5 ے_ و و وا ا کے r‏ رکا ہے ] - ۲ ۰ 0 [ ددالة المتصلة د 
۱ | ( ۱+ ه) (ع - ه)- 5 وضح فترات التحدب لأعلى و التحدب 
E.‏ ۵ لاسفل لمنحنی الدالة د ان وجدت 
= هیا( ه - ها" ٩- = )٩-‏ هل توجد نقط انقلاب لمنحنى د فى هذه 
۲ فترة ؟ فسر اجابتك 
درل درل *. الدالة غير قابلة للاشتقاق عند : سن = | ام مس لور 
۲۳ 


ا 





المتميز للرياضيات 


الحأ 
7 1 

“د (س) < . فی ۲-۱1 ۱۰ 1[ 

. منحنى الدالة محدب لاعلی فى ] - ۲ ۰ ۱ [ .۰ 

اا2 فى ] ۱ ۰ ۵ [ 

*. منحنى الدالة محدب لأسفل فى ] ۱ ۰ ۵ [ ء 

د“( !) = . ء عند : س | يتغير تحدب المنحنى 

“. توجد نقطة انقلاب للمنحنى عند : س د | 

اختبار المشتقة الثانية للقيم العظمى و الصغرى المحلية : 

إذا كانت الدالة د قابلة للاشتقاق مرتين على فترة مفتوحة تحوی ح 

بحيث د"(ح) = . و كانت : 

(0 د (زه) < . فان : د (ح ) قيمة عظمی محلية 
7 1 4937 8 

(۲) د (ح) > . ایو اس 

(۳) د (ه) = . ن : اختبار المشتقه الثانیه لا یستطیع تحدید 
اع سا زج ددم می جت کن سای کیا 
أو صغرى محلية ( يتم استخدام اختبار المشتقة الأولى ) 


ص 








اک" 






احمد الششتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


خطوات تعين القیم العظمى و الصغرى المحلية للدالة باستخداد 
المشتقة الثانية : 
(۱) نحدد مجال الدالة 
۰ / 
(1) نوجد د ( بسن ) 
8 نوجد النقط الحرجة للدالة 
: التى تجعل دا (س) = أو غير موجودة 
اب نبحث إشارة و ( سں) حول النقطة الحرجه و لتكن : 
6 إذا كانت : 7 (ه ) = 8 1 ان (ح) حا _. ۲۱ ۳ 7 
٦‏ سان قيمة عظمى محلية 
ا عقت :درم > د (هحه) > . " موجبة " 
: (حاء د(ح) ) نقطة قيمة صغرى محلية 
نو ار سی دک ارح) = 
نستخدم اختبار المشتقة الأولى 


3 





اجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۷1 

باستخدام اختبار المشتقة الثانية آوجد القیم العظمی و الصغری المحلية 
للدالة د حيث : د(«س) = ہس" _ ۳ بسں' ‏ ۹س 

الحأ 

٭ درس ) = ہس" ٣۳‏ س' _ ۹ س 

> د كثيرة حدود فهى متصلة لکل س د ل 

. د(س) = ۳ س'۔ 8 بين 8 = ۳( س - ۳)( س + ۱) 

oI ۷س‎ 

للدالة نقط حرجة عندما : ادا سن) = رس -۳)(س +۱ -. 


ای عثدما : من = ۳ > بن = - | 
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أحمد القنتتومی أحمد التنتوری 





المتمیز تلریاضیات 

عندما : س = ۳ يكون : د( ۳ - 

۰ د( ۳ ) = - ۲۷ قيمة صغرى محلية 

عندما : س = ١-‏ يكون : دا( -|) = ۱۳ < . 
> د( -۱) = 0 قيمة عظمى محلية 


رسم الشكل العام لمنحنیات كثيرات الحدود ۰ 
يستخدم حساب التفاضل فی رسم الشكل العام لمنحنيات الدوال بالاعتماد 
على تتبع سلوك الدالة و تمثيل الأزواج المرتبة فى المستوى الاحداثى 
المتعامد » تقتصر الدراسة بهذا المحتوى على دوال كثيرات الحدود من 
الدرجة الثالثة فاقل على الصورة : 
درس ) = س + ب بن + جا س + ء 
(۱) نحدد مجال الدالة 
(۲) نحدد نوع الدالة من حيث كونها زوجية أو فردية أو غير ذلك 
۱( اذا كانت زوجية يكون منحناها متماتل حول محور الصادات 
) اذا كانت فردية يكون منحناها متماثل حول نقطة الاصل 
۱ / // 
(۳) نوجد دا (س) ء د (س) 
)£( تحديد فترات التزايد و التناقص و التحدب و نقط القيم العظمى 
و الصغرى المحلية و نقط الانقلاب ان وجدت 
(0) اعداد جدول التزايد و التناقص و التحدب لمعرفة الشكل العام 
للمنحنى و نوع النقط الحرجة 


(9) ايجاد نقط تقاطع منحنی الدالة مع محورى الاحداثیات إن أمكن ذلك 


(۷) رسم منحنى الدالة و يمكن الاستعانة ببعض النقط الاضافية 
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احمد الشتتورى التفاضل و التکامل ( لا )_ثانوى 
إجابة حاول أن تحل (5) صفحة ۷۷ 
ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة د حيث : 
ص = د(س) = ۱۲ س - بسن" 
الحل 
الدالة د كثيرة حدود مجالها ح ۰ فردية أى متمائلة حول نقطة الأصل 
× د(س) = ١١س‏ - مس" 
نہ وا ؤاس) د ۴| ب سا د قژازس -۲)زس + ۴) 
۰ری سے 3س 
للدالة نقط حرجة عندما : دأ(س) = -۳(س -۲)(س +ع) -. 
أى عندما : سس = ۲ ۰ مس = ۲۳ . و تكون د متزايدة فى  ]‏ ۰۲ ۲ [ 
> و متناقصة فى ]1 مه < -6 [ < ] ۲ .مص [ 


> (- ۰۲ ۱۱ ) نقطة قيمة صغرى محلية 
۰ (؟ ۰ ۱۱) نقطة قيمة عظمی محلية 





أى عندما : س = . 

[ و یکون المنحنی محدباً لأسفل فى هذه الفترة 
و يكون المنحنی محدباً لاعلی فى هذه الفترة 

> لاحظ الجدول التالی : 


»> د (,سص) = - 1 س < . 
/ ۰ 

> دارس) > . فى ]- هم . 

فى ] . 

)٠. >‏ نقطه انقلاب 


+ درس حم e‏ 


> النقطه (. 









«۰-۱۷3 لا‎ Oa 
۳ . ۳۳ @ 
ا‎ Be اک‎ 
تت‎ ۳ 20 
ESTEE سے سپ ا ل‎ 


فيمة صغرى 
محلية 









۱ 00ل( تلریاضیات آومر نتوی 


بعض النقط الاضافية : ۳ ". د متزايدة على [ . › ہہ [ 

من (۳) د"(س) > . عندما : س < 5 
:. محدب لأسفل فى [ ۰ ۰ 5 [ 

۱ اری) -<. 

> ۰ ۳) نقطة انقلاب 


/ 
> د (بس) < . عندما : س > 5 


بوضع : دزرس ) = ۱۲ س - س" = . 





اين (س" -۱۳) = . 
املق اين ٣ا‏ ۳ )زس + ۳۸۲ )= . 
من = . ۰ س سے ما ۳ 





7 ۳ من = - ]نأ‎ ٠ 

> عندما : سس = ع فان : “. المنحنى محدب لأعلى فى ] 5 ۰ م[ أحمد التننتورى 
درس = عي اع ( E‏ )' - لا بن 

> عندما : سس = و فان : 


3 
5 إجابة حاول أن تحل )٦(‏ صفحة ۷۸ 
8 ۲ 00 إذا كانت النقطة ۲ <c‏ ۲ نقطة انقلاب نحن , الداله د حیث ۰ 
إجابة حاول أن تحل (0) صفحة ۷۸ ا ۲ لمنحنى 0" 
ارسم شكلاً عاماً لمنحنى الدالة د حيث : ص = د(بس ) اف مه ناف نف وجد فيم ( 2» ب لحقيقي 
إذا علمت ما یلی : ۱ 1 رت 

7 7 5 + عه ۲۰۰٦٣۴‏ + خھ نقلاب + #0 3 
() د متصلة مجالها [ . » و  [‏ د( 5) = ۳٣‏ سید ( لمنحنی 

“د (۲) 2 °‘ ) ۰ د( !)> ۲ (DO‏ 


د( س) = 0۶-۷۱۲ - 6۶-۱ = ا 






>( ۱ ۱ ار ی اس ياس 
۲ 7+ ۳ ہی کی ہ دا( سں) = مين" + ۲(س + ب ۰ ارس = ۹س + عم 
5) د (س) > . عندما : س < 1 2 د (1)- . من (۴) : 8 + 5( + ۲ب = ۲ ومنها: ۶+ عب = -1 (۳) 
> د (س) < . عندما : س > 5 من )١(‏ : ۴| + ۲۲ = . و منها : ۲ ٦--‏ 
الح بالتعويض فى (۳) ينتج : ب = ٩‏ 


من (۱) د متصلة مجالها [ . » مه [ > در( 2 ) = ۳ ۰ در( .) - | 
“. النقطتین (۶ ۰ ۳) ۰ (۱۰۰) فى المجال [ ۰ ۰ هه [ 


/ 
من (۲) د ( س ) > . عندما : س > . 


۳۱ 


اد الشنتورى أحمد ہے امد اقننتمی 





ا 
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المتمیز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 


حل تمارين (۳ - ۳) صفحة .۸ بالكتاب المدرسى (و) من الشكل : للدالة قيمة صغرى محلية عند : س - ۲ 
(ز) من الشكل : للدالة قيمة عظمى مطلقة - / 
(۱) يبين الشكل المقابل منحنى الدالة د ص ۱ 7 





ابحث فترات تحدب الدالة د ثم اوجد نقط الانقلاب ( إن وجدت ) 


حبث : ص = درن  )‏ اکمل ٠‏ لكل مما يأتى : 
 (‏ اا د (6 د(س) = ٩-۶‏ س - سس" 
(ب) د (س) < . عندما : الحا 


بن 3 . 


/ د( س ) = 1-5 سس ۳س" 
e‏ عندما ٠‏ 


> د متصله و قابلة للاشتقاق لکل س د ئح 
4 / / 
“.د (س) = - 1 1 س > د (س) = - 1 


ج کي لب اح مهم پچ ہے 


(۶) ی محدب لأعلى عندما ٠‏ 
(ه) للمنحني فة انقلاب هي نے و لا توجد نقط ائقلاب 
(و) للدالة قيمة صغرى محلية و الجدول المقابل يوضح ذلك : 

عند : سن < .. ا شا | | | | | | | | سس اع 


(ز) للدالة قيمة عظمی مطلقة - (۳) دزرس ) = س" - ۳ بس" + | 





E - O 
62 3 (م) مجال الدالة د = ] - 5 ۰ ۵ [ " درس ) = مس" ۳ س" + | ء د متصلة و قابلة للاشتقاق لكل س‎ 
له مماس أفقى عند كل من : | د(س) = اس وس‎ : [ ٣٢ ٣  ] (ب) ٭ منحنی الدالة متناقص فى‎ 

س = ] + مس -<- ۲ اس ا ا ریا 

ہ درس < . عندما : سس 5 ۰۳-1 ۲ ] بوضع : د"(س) د . یکون : س =| 
(ح) ۰ منحنی الدالة محدب لأسفل فى ] ۰۰ 0 ] ببحث إشارة د (س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 


. دا(س) > . عندما : س 3 ] 10۰۰ ل 
(ء) من الشكل : المنحنى محدب لأعلى عندما : س 3 ] - ۶ ۰۰ 1 0 9 
(ه) :۰ من الشكل : المنحنى يتغير تحدبه حول النقطة (. ۰ ۰) 20 ا لا مس ۲ 

*. للمنحنى نقطة انقلاب هی (. ۰ ۰) 





ا 









المتو ۱ للرياضيات أحمد شننوءمی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 


منحنی الدالة محدب لاعلی فى ] - مه ۰ ١‏ [ ۰ محدب لأسفل فى ] ۰۱ 6 [ ببحث اشارة د" ( سى) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 
٠‏ و النقطة (۱ ۰ | ) نقطة انقلاب 
(و) د (س) = 6اس + ۹ س'۔ بسا" 
الحل 


(س) = ١١س‏ + 3 سس سا 
> د متصلة و قابلة للاشتقاق لکل س د 02 














۰ 
/ ۶ اس 
. د(س) = 6ا + ع س تو س!" 1 
// ۳۹ - ۲ ہے یہ 
د ( س ) = ۱۲ ۹س = |[ ر س ۲ > و النقط ر ۰ +2 ) ۱ ) ل > +3 ) نقط انقلاب 
PY : ( ) 7 /‏ اچ 
بوصع : د ( س ) = . یکون : س ح- ۲ ۱ 3 
ببحث إشارة د"(س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : ظ e‏ س + ۳ 
شب تچ 2 o‏ ۱ ۳ 
سس ۴ 3 و ۳ ) 
در 
.9< سج9 ہے ورس سا + ۳ )) ' ایس = ع[ من رس + سم ) ' 
3 النقطة 3 نقطة انقلا 5 5 
١‏ ( ۰ ۶۱ ) درس ۱سا +۳ + هو ار وع" 
(0) دزرس ) = س* - ۸ س' + [| ے - ع( زوين +۳ ) (س۲+ ۳ - وس" ) 
الحل = ع( لزنن + س) (۳ سس 
د(س) = س* - ۸ س' + ا = وس زرس' +۳ ) ( س۱-۲) 
وی سی پ جو 7 ۲۳۹ ٦٣س‏ +۱) (<س -۱) 
د (س) = وس - 1لاس : 3 708001 
1 
دارس) ۱۴ سآ ٦۱ے‏ 1 ( ۴ س +ع ) ( ۴ س د۲ ) دی ا رساد ہے وس ا > سا 
۱ / ۳ 
بوصع : د رس يعون : س = ہے ٠‏ س = چ ببحث إشارة د" رس ) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
۳۸ 


احمد الششتتتورى ۰ د _ ی ددع احمهد التقتتومى 









| 7 5 للرياضيات أحمد 111 5 54 التفاضل ۱ التکامل ۳ ثانوى 





ا منحنى الدالة محدب لأسفل فی ] - ٠‏ ؛ - ۲ [ ٠‏ ] ؟ ۶ © [ 

> محدب لاعلی فی ] - ۰۱ ۱ [ > محدب لأعلى فى ] - ۲ ۰ ۲ [ > و لا توجد نقط انقلاب 

> و النقط (-۰۱ ج ) ۰ (۰۱ ج ) نقط انقلاب سس" - ۱ عندما س > 5 

من ا (۸) درس) ١‏ ےت 

(۷) د ( س ) = 2 1 ۲ + ٣س‏ - س عندما بن < 5 
الحل وی 8 الح 

× ورس) ۔ ل = رس ا )( سا )ا كي -. الدالة د متعددة التعريف مجالها ح 

حي > 





رع <درع ) <د(ع) < ۶ 


> د متصلة و قابلة للاشتقاق لكل س دح - ۲۰۲-1 ) . الدالة د متصلة عند : مس د 5 
۱ 3 0 0 : 
د (سس) = ]سن ز(زس'۔ع) ۲س (س'-۔٤)‏ (س' -۱) .رہ د( ۶ + هھ ) - ۶(3) 
= مس (س" -۔٤)‏ ا(س" ع سس +۱) 390 ۲ - ۶ 
ت ۹ س 3 بسن" ب 0.8 7 فهسم 7 ل4ل 
درس سا و بو ارس و ۰ < کو رھ + ۸) < 
7 هش ےو 
= د 1 و سس' ) (س؟- 2 - ۶سا ) 000 د(٤‏ + هھ )-د(٤)‏ 
--3 وس غ58( -غع سا 6٤+‏ با RA AAR‏ ۱ 
رس -5) سا )ار رساي الال ب ها 


: هھ ۹) = 
بوضع : د (سسى) = . يكون : ٣‏ س' + ع = . لیس لها حل فی مج ےا ١‏ 


ای عندما و < - ۲ مول > مس = ۲ 85 مجال د دارع ) 3# CE)‏ “. الدالة غير قابلة للاشتقاق عند + س = 5 
ببحث (شارة د (س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 


۹ 





ا 






التحامل ١‏ ۳ ) نانوی 


المتمیز للرياضيات أحمد لوی التفاضل ١‏ 
عندما 
۱ 0 ۱ ۱ بن > 2 1 0 نے د (. + ھ ) ۵3( ۰) 
'. درس - ۸ غير موجودة عندما بسن = 5 ٤‏ و وے SS‏ هھ 
+ ۲ 
٣ ۴‏ ہی عندما بن > ۶ ۱ . + ھ )ا (. + ھ ) --_ ۰ 
= نها J٤‏ ( 2 ( 
.*. لا یوجد مماس للدالة عند . ہس - 1 ھ سے . 
١‏ عندما بن > 5 د عكار ده پا ہے 
١‏ 7 ۱ ۱ ۱ نه ےم 
مد (س) داح غير موجودة عندما س - 5 فرع # د(9. ) > الدالة غير قابلة للاشتقاق عند : س - 
٣ -‏ عندما س > 1 ۲ ما 
f o, /‏ ۱ ". ۳ بن - ۳ عندما س < 
د ( سس ) + . ۰ ببحث (شارة د ( س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : ی غير موجودة عندما ہس = 


2 2 ؟ سس 
8 ا بوج مماس للدالة عند : سس 





EOE.‏ كك تعسو 


منحنى الدالة محدب لأسفل فی ] - همه 5 1 میں سض ری E‏ | 
> و لا توجد نقطة انقلاب لعدم وجود مماس للمنحنى عند النقطة (2 ۰ ۶) 


1 س 
i,‏ ۱ 5 
“.د (س) = عير موجودہ 
مت 





(۹) درس ) = 


۱ / 
بوصع : د (س) = . يكون : 

5 / ۲ ۱ 
سن" سس عندما س < . ببحث إشارة د ( س ) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


و س - بن" عندما س > . ١١١۰۰٢+٣٢‏ الك 


1 سس ح . . سس 


1 _ - دلي -- | شارةد رس 
- ۳ 
: ےھ ]سب نی درس 
٭ الدالة د متعددة التعريف مجالها م) © ب ی ۱( کن ) 


بدرے )- د(. عد(ری <. مکی ا ماب اع کی كل مق ات و ٤‏ 
. الدالة د متصلة عند ٠‏ مس سے , > و لا توجد نقطة انقلاب عند : (. ۰ ۰) 


57 در - 1 اك لفاس ۹ 


+ 








آ دہ 


المتميز للرياضيات 


(.۱) آثبت أن قياس زاوية ميل المماس عند نقطة الاتقلاب لمنحنى الدالة 


د حيث : د( س) = تس يساوى + 7 
| - س 
الحأ 
درس ) = ۳ = سن (] - بو ` 
| - بسن 


> د متصلة و قابلة للاشتقاق لكل س 3 ح ‏ ۱۰۱-۱ 

>ہ ارس = ۱ ×( ۱ س؟) ادس (-۲ سس )(۱- سس ) 
ے٢‏ - مس" ) (۱ - س؟+ ٣ہو‏ 
= (۱ - سل 'زرا+س') 

درس وس (ر-س') (۱+میگ +م (ا د س') ' 


= ۲ س (۱ - سا ) '( ۴+۴ س +۱ سل( 


۳ 


ے0 ۰ ]سن (زس'+ ۳) 
= ۲ س (١-۔س')‏ "رس'+م سس 


۱ / 1 (1-س') 
بوصع : د ( س ) = . يكون : ۲ س رس + ۳ ) -, 

٠‏ من = . 3 مجال د ۰ س' + ۳ = . ليس لها حل فى مر 

> »درس غير معرفة عندما : ١‏ س" = . 

أى عندما : س = | 8 مجال د . س = | 8 مجال د 


۰ ۰ f 
: ببحث إشارة د (س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد‎ 


» إل نت ۱ | w~‏ 


0 شر:ه رس 
ESOT‏ 


النقطة (. ٠‏ .) نقطة انقلاب ٠‏ ميل المماس = [د (س) ]ر = ۱ 
5 # ۱ 
*. قياس الزاوية التى يصنعها المماس = طا )ےر 


ا 








۳ 


تننتوری التفاضل و التکامل (۳)_ثانوی 


(۱) إذا كان لمنحنی الدالة د حيث : د(س) = س (س - ۳ )" 
قيمة عظمی محلية عند س . قيمة صغرى محلية عند س, 
فأثبت أن الاحدائی السینی لنقطة الانقلاب = + رس + س ) 

الحل 

© د(س) سس (س -۳) د س 3 من" + 8 س 

»> الدالة د كثيرة حدود مجالها 0 
م د(رس) = اس ٢زس‏ +۹ ۳( س - ۱)( مسن ۳ ) 


3 د( س) = ٦س‏ ۱۴ = و زس ۱۳۰ 


مد پر ۳ / 
تلداله نقط حرچه عندما : د (س) = ۳( س -۱)( س ۳ ) < . 
ای عندما : مس = | ۰ س = ۳ 


۱ / 
»> ““ عندما : سس د | يكون : د ( | ) = 8 <. 





. د( | ) = 5 قيمة عظمی محلیة س - | 
// 

> عندما : سس = ۳ يكون : د( ط) = 38 >. 

+ د( ۳ ) = ۰ قيمة صغری محلية ہہ یس - ۳ 


۱ 
أ E‏ ای عندما : س = ۲ 

> د (س) > . فى  ]‏ » ۲۰ [ و يكون المنحنى محدباً لأعلى فی هذه الفترة 
> درس < . فى ] + ٠‏ مه [ و يكون المنحنى محدباً لأسفل فى هذه الفترة 
> النقطة ( ۴ ۰ ) نقطة انقلاب 


ج (س + س ) = ج (۳+۱) = ۴ - الاحداثى السينى لنقطة الانقلاب 
(۱۲) آوجد ( ء ب بحيث يكون للمنحنى : 


باص + اص + ب بسن" = . 
عند النقطة (| › ۱) 


نقطة انقلاب 











۳ 


المتمرز للریاضیات احمد الشنتورى التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوى 
الحل ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة المتصئة د الذى له الخواص المعطاة 
“٠‏ النقطة (۱ ۰ | ) نقطة انقلاب للمنحنی : س'ص + ماص + ب مس" = . فى کل مما یاتی : ۱ 
“. فهی تحقق معادلته أى أن : ۱( +( + ب سرا -. a ۳ ۳٩‏ 0 9۳ ۰ ۲ 
و منها : ب = م + | 00 > د (سن) > . لكل من > ۲ ۰ د (س) > . 
٠‏ باشتقاق معادلة المنحنى مرتين بالنسبة إلى س ينتج : الح 
۲س‌ص + س ص + ص + ع بس = . * )اح چا ع )= 
من لس رب ۲ میس سے " النقطتين (. › 5) ۰ (۳ ۰ ۶) 
> عند النقطة (۰۱ | ) يكون : تقعان على المنحنى 
۲ ۱۷۱ + ص ((1) + )+۴ ب | =. 5 متاق على ]بر و 
.*. د متنافقصه 
و منها : ص' ( ۱+ م م ب > و بالتعءویض من )١(‏ ينتج : ۲ على ]- م ؛ ۲ [ 


۲ > درس > . لكل بن‎ ٠ 


“. د متزايدة على ] ۲ ۰ م [ 





/ 
ب ص =  ]‏ ۲ ب )۲( 





/ / / / 
۰۱ص + ع سص ٢+‏ سص + بن صن + ص +۲ ب =. 





2 ۲ ۳ ۳ك( 
رج ل نا ما سر 95 > د (س) > . *. المنحنى محدب لأسفل 
 ,‏ النقطة (۱ ۰ - | ) نقطة انقلاب للمنحنی (01) د(۱ = د( ۵0) ےت دا(رس) < . لكل بن < سپ 
:. عند النقطة (۰۱ - | ) يكون : ما - ۰ , دارس) > . لكل س > تب دا(رس) < . لكل س ع ۳ 
. من (۳) ينتج : ×٢۲‏ (- | ) + 2 × ۱ ۶« ص + ماب =. الحأ 
.ع + ع ص +ع ب -. » بالضرب × ب ينتج : “ درن = در = . 
۲ب + ع صاب + م با -. و بالتعويض من (۲) ينتج : . النقطتين (| ).٠ 0( ۰ ). ٠2‏ 





ع ب + ع »ا (مع - ب )»× ب +ع ب" -. و منها : شعن می کسی 
> د ( بسن ) < . لكل ہیں < ۳۶ 







ب 0 ب + ع =. رو ا )ل ودح 5 ) ہک متناقصة [ ] 
۱ .ےت 0 ۲ ۰ د مد تب ك۳ 
ب ح ] و بالتعویض من )١(‏ ينتج : ۲ = صقر / على 1 





“. د متزايدة على ] ۳ ۰ م[ 











۳ 


المتمرز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التثامل ( ۳ )_ثانوى 
جارس یت لكل بن ےت ۳۴ اپ المنحنى محدب لأعلى لكل بن # ۳ + المنحنى متزايد على  ]‏ م ۰ ۳ [ س 
> محدب لأعلى فی ] - م ۰ ۳ [ 
(۵) در-١)‏ = در £5 رف ٠‏ + عندما :اس < ۳ إن : 
۱ نوم وروی رسن ع تسس 
لكل مسن < . . د (سن) > . لكل س > . ". المنحنى متناقص على ] - م ۰ ۳ [ 
الحأ > محدب لأعلى فی ] - م ۰ ۳ [ 





۰ د( | ) = ٣د(‏ ۰) = 
د(- )١‏ = 2 ۰ ۵3( ۰) < ۲ 

“. النقطتین ۰۱-۱ ۶) < (۰۰ ۲) 
تقعان على المنحنی 

. = )۱(۵۰ > 

. النقطتین (. ۰ 5) تقع على المنحنی س 
> ۰"د(-۱) = د( ۱) =| 

+ المماس للمنحنی عند : س - | .۰ 


ادرس تغيرات الدالة د و ارسم الشكل العام لمنحناها فى كل مما يأتى : 
10) د (س ) = س' 3 س + 0 

الحأ 

الدالة د كثيرة حدود مجالها ح » ليست زوجية و ليست فردية 

.“ د ( س ) = ببس" ۹ بن + 0 

اس سن - 1 = ۲( س - ۳ ) وریں) دع 

للدالة نقط حرجة عندما : د( س) = (٣‏ س -مم) - 


عند س  -‏ | يصنعان زاوية قياسها + 7 " متوازيان " ای عندما : سس = ۳ »> و تكون د متناقصة فى  ]‏ م ء ۳ [ 

71 3 ۰ 55 م ہی فو عم ما له + ۳ 
سد (بى) < . لكل س < . .. المنحنى محدب لأعلى فى  -]‏ ۰ . [ > و متزايدة فى ] ۳ »> کہ [ ۰ (۳ ۰ )٤2-‏ نقطه قيمة صغرى محلية 

/ ع » 0 / ۳ 0 ہے ٠ E‏ ۹ 
> د ل(س) > . لكل ہس > . .. المنحئى, محدب لأسفل فى ] . 6 ص [ »> د ( س) > . فی  ]‏ مه ٠‏ مه [ و يكون المنحنی محدبا لاعلى فى هذه الفترة 


۱ > لاحظ الجدول التالى : 
د ع ۰ صم : سس < ۳ فان : دا (سی) > ۰ » سح CE O‏ ا 
دز س) > . ۰ عندما : س > ۳ فان : دا(رس) < . << << << 
// ا 
> د (س) > . 
الحأ ۳ 
۰" د( ۳ )= 1 EE  )7‏ 


۰ .” عندما : سس < ٣‏ فان : درس > . » درس > . 












او ز للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 





بعض النقط الاضافية : بعض النقط الاضافية : ص 
بوضع : د(س) = ہس' -1 س + 0 ۔-,. عندما : س = ۳ فان : د(س) = ٦-‏ 
۳( س -۱) ( س -0) = > عندما : سس = ٣‏ فان : د(س) < ٦-‏ 
ث من = | » س = 6 , عندما : بس - ۲ فان : د(س) = | 
> عندما : س = | فان : د(س) - > عندما : بس = ۲ فان : درس )= ا" 
ء عندما : س = 6 فان : د(س) = > عندما ۰ سس د | فان : د( س )= ۲ 
> عندما : سس = . فان : د(س)= 0 > عندما : سس = | فان : د(س)= ۲ 
> عندما : س = ٩‏ فان : د(س) = 
ليع 

(۱۸) د (س ) = ۳ - س" ۱ ۱ 
الحل (1۹) د ( س ) = بسن ٣س‏ ۲+ ۳ 

الدالة د كثيرة حدود مجالها 52 ٠‏ زوجية أى متمائلة حول محور الصادات ظ الحل 

٠.‏ د ( س ) = ۳ بسا د ی د ام سض ۱ رس) سے م ٦‏ الدالة د كثيرة حدود مجالها 2 » ليست زوجية و ليست فردية 

للدالة نقط حرجة عندما : درس = - س د. ٠.‏ د(س) = بن" ۳ بس" + ۳ 

/ 

ای عندما : س = . ء و تكون د متزايدة فى ] - م ۰ . [ ۰ لش 2 0 << نس نس حجنا 

متناقصة فى ] . ۰ م[ > (۰ ۰ ۳) نقطة قيمة عظمی محلية > د (س) = 1 سس - |[ = 1 ( س - ۱) 

> درس < . فى ]- » > » [ و يكون المنحنی محدباً لأعلى فى هذه الفترة للدالة نقط حرجة عندما : دا(س) = ۳ س زس _۲) - 

> لاحظ الجدول التالی : أى عندما : س د . > بس = ٣‏ .۰ و تکون د متناقصة فى ] ۰۰ ۲ [ 


۳۳۳67 > و متزايدة فى ]- مه ۰ ۰ 1 ۰ ]+ .م [ 
70۲ 0000083" > ( ۰۲ -۱) نقطة قيمة صغرى محلية ۰ (. ۰ ۳) نقطة قيمة عظمی محلية 
مس رت وس وید سو وس ہاب 
۰ (س) < ۰ فى ] - 1۱۰0 و يكون المنحنى محديآ لأعلى فى هذه الفترة 
> درس > . فى ]۰۱ [ و یکون المنحنی محدباً لأسفل فى هذه الفترة 
٠‏ النقطة (۱ ۰ ۱) نقطة انقلاب ۰ لاحظ الجدول التالی : 










او ز للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ١‏ التكثامل ۳ ثانوى 


چیہ 4۵ ۱ ZX gO E O‏ ا , النقطة (. ۰ ۲) نقطه انقلاب ١‏ لاحظ الجدول التالی : 
+( ۰-۰ 01+ +] بسرهدسی 
اس[ سوه درس 
سا ادب 







ا لگ لا 023 -م کس کے 
TT ET‏ ار 
ل از ل 
نت اج بعد 
تل جس اش 









عندما : سس = | فان : دزرس )= - | 








+ عندما ٠‏ مس د نط فان : د(س) = عندما : س = - ۳ فان : 
د( س ) = - ۶ 
98 »> عندما : - فان : 
(۲) د(س) = ج س س + ۲ e‏ 
57 (س) 
الدالة د كثيرة حدود مجالها 6 » ليست زوجية و ليست فردية 
.8 دلسن)- ل مس" - س + عم 
/ / 
“0 درس) = س' | = زس +۱)(س -۱) ۰ د (س) - ۲ س 
5 امم ۳ / 
للدالة نقط حرجة عندما : د (س) = رين + ۱)( سس |) = 
أى عندما : بن = - !| > سس = | ۰ و تکون د متناقصة فى ] ۰۱ ۱ [ 
2 م ۳ 
> و متزايدة فى ]- م ۰ ا[ ۰ ۰۱۲ 6 [ (۲۱) د (س)  <‏ من - اس + | 
٠‏ -اء + ) نقطة قيمة عظمى محلية ۰ (| ۰ + ) نقطة قيمة صغرى محلية الحأ 
ری 6ج سے ان ختها > بن 2 , الدالة د كثيرة حدود مجالها 72 ۰ ليست زوجية و ليست فردية 


// ۲ 7 09 ٍ. ے كذ بس من ۳ 
> د (س) < . فى  ]‏ ص > . [ و يكون المنحنى محدباً لأعلى فى هذه الفترة د( سں) = ۽ س 


۳ 


بن + | 


3 
_" 5 0 و OGG‏ 
> د (س) > . فى ] ٠٠.‏ » [ و یکون المنحنى محدباً لأسفل فى هذه الفترة إ.د (س) = رس - © = ۾ رس -2) = ۾( س +۲)(س -]) 
۳0 





المتمدز للرياضيات احمد الشتتتورى التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 
> د (س) = ےس :” داسن) = س دس لطع = اين" + 3 ين ۹س 
/ 
للدالة نقط حرجة عندما : درس = ےا( س + ٣‏ )( س -) =. د(س) = فين + ۴| س ٩‏ = ۳( س - |)( س - ۳ ) 
١ / ۱‏ 
ای عندما .۰ بن = م ۰ بن = م > و تکون د متناقصة فى ] - ۴۳ ۰ IF‏ : د (رس) < -۱ من نکی < ہے ۱( سن - ۲) 
> و متزايدة فى ]1 م ٠2‏ ۲ [ , ۲ ۲ .)جب [ للدالة نقط حرجة عندما : د (س) < - ۳( س -۱)(س - ۳) = 
۰ ( ۰۲۰ ۳ ) نقطة قیمة عظمی محلية ۰ (؟ ۰ | ) نقطة قيمة صغری محلية ای عندما : سس = | ۰ بس د ۳ : و تكون د متزايدة فى ] | ۰ ۳ [ 
و تا رس = ۽ بن =. أى عندما : س = . > و متناقصه فى ] - م ۰ |[ ۰ ] ۳ ۰ هه [ 


۰ (۰۱ - 5 ) نقطة قيمة صغری محلية ۰ (۳ ۰ . ) نقطة قيمة عظمی محلية 


> درس < . فى ] - م .1۰ و یکون المنحنی محدباً لأعلى فى هذه الفترة 
> د (س) ے. فى ] . ۰ ص [ و يكون المنحنی محدباً لاسفل فى هذه الفترة 
٠‏ النقطة ( ۰ )١‏ نقطة انقلاب > لاحظ الجدول التالی : 

اه ئا أ 0 سحل جا 
0.0 رن نی 
تسایس اس :۵07:0۰ 
سس ا 


تحدب 
سد ات لت 


7 


۸ ع 5 
> د ( س ) = ۷۱( س - ۲) =. ای عندما : س - ۲ 

1 # اه 2 Ë‏ # # 4 5 
د ( سس ) > . فى  ]‏ » ۰ ۲ [ و یکون المنحنى محدبا لأسفل فى هذه الفترة 


انت فى ] ۲ ٠‏ ه [ و يكون المنحنى محدباً لأعلى فى هذه الفترة 









> النقطة (۲ ۰ - ۲ ) نقطة انقلاب . لاحظ الجدول التالی : 


نا لیے ل 
ا م .۰ ۰ ۱ 

يي[ ید | 
80 8 


كت عت 





















بعض النقط الاضافية : 


عندما : س = 5 فان : د(س) = 
> عندما : س = ع فان : د(س) - ۳ بعض النقط الاضافية : 
عندما : س = 2 فان : د(س) << ةق 
۲ 34 ندما ٠‏ ےم فا“ ٠‏ 
)۲٢(‏ د(س ) = - س (بس - ۳ ) عندما : سن إن : د(س) 
الحأ 


الدالة د كثيرة حدود مجالها 6 › ليست زوجية و ليست فردية 









المتمرز تلریاضیات 


(۲۳) د(س) = (۲ - س )(س + |) 


> عندما : س - ۲ 






التفاضل و التخامل ( ۳ ) نانوی 


فان : د(س) = 


الحل ١‏ ۲ 
د = ہل سل الك 
الدالة د كثيرة حدود مجالها ج + ليست زوجية و ليست فردية پ رھ و ور ا يي ا اس E‏ 
4 1 الحأ 
ك = لب سب لكك لب ل 
7 ۳۳ ۰ ۸۲۸ ۰۳( 0 ۱۱7 ۱ د کر حدود مجلها ج ؛ لیست زوجية و لیست فردية 
ےس امن + ۳ بن + ۲ 7 
/ 1 د( س ) = ضط وين + ع )( سس" وس + 5 ) 
د ( س ) < ۳ مس + ۳ < - ۳ زس + ۱)( س - ۱ ) ۱ ۱ 1 
:1 د (بس) = - 1 مس ۱ 7 ( س ہس ( 
: 1 ۳ ۳ 
للدالة نقط حرجة عندما : درس = _ زس + )زس )١-‏ - د (س) = چس د چ ك ہیں -ع) = ۶ زس ۲)(س )٢-‏ 
أى عندما : سس = ]| ۰ بس د | ۰ و تكون د متزايدة فی ] - ۰۱ ۱ [ و ۵ ا 
01ہ کی 1 ۳ 6 ۰ ۳۰ ۲۳۰ ا ظ للدالة نقط حرجة عندما : دا( سن) = رس + )زس -۲) - 





٠ | -( >‏ . ) نقطة قيمة صغری محلية ۰ (۰۱ 5 ) نقطة قيمة عظمی محلية ۱ 7 
1 ۹ ۲ ای عندما ۰ س = - ۲ > س = ۲ ۰ و تکون د متنافقصه فى ] ۲ ۰ ۲ | 
> د (بس) = ]ابن -, ای عندما ۰ بن = , ۴ ی 9 
/ 7 1 ۱ با سفل فر هذه الفترة > و متزايدة فى ]ا مه < - 6 [ ۰ ۲۱ ۰ هه [ 
3 > ۰ سب 4 ۰ يكور لمنحنى محدد هده ترد ثقطة قمة پر ےت موه 5 ۳ 
ل 2 م و يكون 0 0 e‏ قيمة عظمى محلية » ٠ :٢(‏ ) نقطة قيمة صغرى محلية 
۽ كى ( س ) < . فى ] ۲ ۰ co‏ [ و يكون المنحنى محدبا لاعلى فى هذه الفترة 7 ( ۳ ا 

7 ۳ م6 = ہے بي | 2 »وه 0 دج 2 
> النقطة (. ۰ ۴ ) نقطة انقلاب سا سی .سس .۳ 1 42 

»> د (س) < . فى  ]‏ :۰۰ . [ و یکون المنحنی محدبا لاعلی فى هذه الفترة 















E ©0 O 
وو اج سو سے‎ 
بح ےےل | س رت‎ 
ا‎ E کا‎ 


e + 


فان : 


د ( س ) = 


۰ درس > ۰ 
> النقطه (. 
نقطة انقلاب 
لاحظ الجدول المقابل : 


و يكون المنحنى محدباً لأسفل فى هذه الفترة 
عل ل سا تتسد 
<- ۰6۵ 
سای ]| سود درس _ 
 )(/ ++ _‏ -- إشرةه رس)| 
تحدب 
اا 


3 


Jo ہے‎ 


فى ] 












(۲ 


م6 





المتمیز تلریاضیات 


بعض النقط الاضافية : ص 
عندما : سس = 58 فان : 
د ( بس) = 


در س )= و بن 





3 


۳ 1 ۰ 
بن - ۳ بن عندما ہس > . 


(۲0) د(س ) = 

س' ب ٣‏ س عندما س < . 
الحأ 
٭ الدالة د متعددة التعريف مجالها 0 


د(۰؟) عد(.) عد(.) = 
“. الدالة د متصلة عند . س = , 

۳ ۱ د (. + ها) 3( . 
۔- ہہ ۸۰۰ +(۰) 


٦ 5‏ تن تر نے 
له سے . 


- نها رها ۳ به ) - 
د(. + هھ )-د(.) 
EE‏ ) < 6 جچا سک ۳ 
۳ل ل نادت A‏ 
له سے . 
۳ اس رھ 1ت سد 


ار ۶ارت ". الداله غير قابله للاشتقاق عند . س - 


ا 





۳۸ 


.۰ 7 4 التفاضل . 


1 






التحامل ( ۳ ) نانوی 


عندما س > 


۳ سں' ۹٩‏ ين 
غير موجودة 
۲ بن ] 


> دارس) = 


٦س‏ - ٩‏ عندما س > 
ی غير موجودة عندما جس = 
۲ عندما س < . 
بوضع : دا( س) - یکون : 
ایک لا ا سم 
] .۰ هم [ مرفوض ۰ س = ع 5 ]۰۰ [ 
شا ن ا 
س = | 3 ]- و ؛ . [ مرفوض 
۰ پدراسة اشارة یں هد :من + سس = ۲ نجد : 
سی ا شور وہہ 
النقطة (. ۰ .) ليست نقطة قيمة عظمى محلية أو نقطة قيمة صغرى محلية 
ما فى ] ۴ ۰ ١‏ 1 ۰ (6 ۰ -5) صفری مد 
برض + د"(سی - نجد عندما : سس > . 
ہمت من = | 3 ۰۰1 هه [ 
۲ // 
عندما : سس <. لن : د رسن) م 


7 پا ور ےآ 
٤‏ د( س ) غير موجودة عند : س - . بدراسة اشارة د ( س) 
عند : سس = . . س = | نهد : منحنى الدالة محدب لأسفل 
فی ] - م » .] < ]١ء‏ 6 [ 
> محدب لاعلی فى ] ۰ ۱۲۰[ , النقطة (| ء ) نقطة انقلاب 





5-5 الشنتورى أحمد ہے ہے ہہ ع-ع>>>>ءظظع۲طظط]؟ امد الشتوہی 


ال 0 ز تلریاضیات 


۱ التكامل ۳ ثانوى 


و لا توجد نقطة انقلاب عند : (. ۰ ۰) حیث :لا یوجد مماس للدالة عند : س 


۰ لا.حظ الجدول التالی 


UO Te‏ سس 
ما کت د 
رح 

| ++ ()-- ]++ | 
دت 










عندما : س = | فان : درس )= ۳ 


عندما : س > . > د ( س ) = . فان : س 





(0) د ( س ) = س | من 5 | 
الحأ ۱ 

بين 5 ين عندما س > 5 
د (س) = ۱ 

5 بن ہیں عندما س < 5 
٠‏ الدالة د متعددة التعريف مجالها .2 


د( + هر ) - درع) 


۶( + ه) - ( + ه) -. 
هه 


تاره - وه ) ۔ 


٠‏ د ( د د( ( ۰ الداله غير قابله للاشتقاق عند . س 


. لا يوجد مماس للدالة عند : س 


عندما : س > . . 
۲ ]۰۶ ه [ 
عندما ٠‏ من < . 


[ ۶ ۰ ۰ - 1 3 ۲ = 


= ؟ ( سس - ۲ ) = 


= ۲( سس ٣‏ ) < 
“۔ للدالة نقط حرجة عند : س 


> د( =( ) در( ع) =. ۰" الدالة د متصلة عند : س 


د(٤‏ + هر ) - درع) 
:5 


درو = 


۳ / 
ہ بدراسة اشارة د ( س ) عند : س 
“.د متزايدة على ]1 - م ۰ ۲ [ 
متزايدة على ] ۲ ۰ هه [ و تکون : 


[ ۶ ۰ ۲ ] متناقصة على‎ ٠ 
عظمی محلية‎ ) ٤ ۰ ۲( 


= با (ء + ه) ری + ه)-. 
نه سے . 


ها رش + 5 ) = 


)٠‏ ليست نقطة قيمة عظمی محلية أو نقطة قيمة صغرى محلية 


گر شیر موجودة ند س 





المتميز للرياضيات 


“. بدراسة اشارة د“( س) عند : س د ع نجد : منحنی الدالة محدب لأعلى 
فى ] - مه » 5 [ > محدب لاسفل فى ] 5 ۰ م [ . النقطة رع ۰ . 


ليست نقطة انقلاب حيث :لا يوجد مماس للدالة عند :س = 5 
> لاحظ الجدول التالی : 
E TOTO‏ 
+ +ری۔-ںن) ++] إشارة د رس) 
| > سے | سود درس) _ 
با - ۔ | شدة مرس 


تک 
کو مس مد 
قيمة Ee‏ 





بعض النقط الاضافية : 


عندما ۰ من = . فان ۰ د( س ) = . 
عندما : س = 0 فان : س = 0 
عندما : سن = | فان : س = م 


تتننتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 










۳ - ۶ تطبیقات على القيم العظمی و الصغرى 


النمذجة الرياضية : 
هى صياغة مشكلة ما وفق علاقات رياضية يطلق عليها النموذج الرياضى 
و يسهم حساب التفاضل فى حل النموذج الرياضى لمعظم مشكلات الحياة 
العملية حين يكون الهدف الحصول على أكبر قيمة أو أصغر قيمة لمتغير 
ما فی إطار القيم القصوى المحلية و القيم القصوى المطلقة 
و تكون خطوات الحل كما يلى : 


(۱) قراءة المسألة بدقة و فهم مضمونها 


E‏ (۲) تحديد المتغيرات و وضع رموز لها و رسم شكل لبيان ذلك 


3 ان أمكن ۲ 

(۳) تحدید المتغیر المطلوب ایجاد قیمته العظمی أو الصغری و كتابة 
الصيغة التی تربطه بالمتغیرات الأخرى 

(5) استخدام المعلومات المعطاة فى المسألة لاختصار المتغیرات لمتغیر 


واحد مستقل فقط 
(0) التعبیر عن المتغیر المطلوب بمعادلة تربطه بالمتغیر المستقل 
الوحید و لیکن س 


(7) تحدید مجموعة قیم س المحتملة 

(۷) إذا كانت مجموعة القیم المحتملة فترة مغلقة نبحث عن القیم 
العظمی المحلية أو الصغری المحلية عند النقاط الحرجة و القیم 
القتصوی عند اطراف الفترة 

(۸) إذا كانت مجموعة القیم المحتملة فترة مفتوحة نبحث عن النقاط 
الحرجة و نستخدم اختبارات المشتقة الأولی أو الثانية للتأكد ما 
تؤول إليه القيمة المطلوبة 





إجابة حاول أن تحل () صفحة ۸۳ 
أوجد أكبر مساحة لمثلث متساوی الساقین یمکن رسمه داخل دانرة 
طول نصف قطرها ۱۲ سم 


الحأ 
من الشكل المقابل : ۸ بح فيه : (ب د ۲ ز @ 
۰ء ل به پء = اء 
و بفرص أن : بء = > ء = ص ء (ء = بن 
> ہام = ہی " للدائرة " = ۱۳ سم 
= ( ۲2 - س ) سم 22 


٠‏ باع ×حء < ۶ ۶ عا ش 
ص راوس سآ () 


.*. مساحة ۸ ۲ب د = د(س) = تشه “ا لاع 


مین ۲ ا ۱5 ٹس دمن (ع۳ س - میگ 


۰ ره م به -(۶) 
ص × ص = من (۲2 - من ) 





ری 0 - 1 لات rE)‏ بن ۲ بس ) 


7س تج ان یا[ 


۲۶۱ س سسا 


۔ ٣س‏ ( ۴ س ابن  )‏ رس - ۱۸) 


- س( س 1۸ ) 


E 


COT 


- ۵۵+ + |شرة درس 
ه- | ہے | سوہ درس 





4 ی : 

عندما : - ۲ س( س - ا ) = 
ای عندما : س = . مرفوض ۰ س - ۱۸ 

> من اختبار المشتقة الأولی للتزاید و التناقص كما بالجدول نجد : 
تکون مساحة ۸ م بح اکبر ما یمکن 


عند : بن = ۱۸ 





؛ نفرض أن : أبعاد الخزان من الداخل هی : 
ہن + بن ۰ ص هتر " القاعدة مريعة " 
سعة الخزان = ۲۵۲ م" 
حجم الخزان = ۳۳۲۵۲ . " س؟ ص = عوم م٣‏ كن 
ص = ا ٥٢‏ بن ' 00 
8 ]| سم 
ہس 






3 


10و گا التفاضل و الكامل ۳٣‏ ثانوى 
من () ينتج : ص = ۹۔٣‏ سم 

عند : مء = ۱۸ سم ۰ ب جح = ۱۳ما ۳ سم 

> مساحة ۸ م باج = ل x‏ ۱۲ ۳ < ۱۸ = ۳۸۱۰۸ سم" 


اجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۸۶ 


خزان على شکل صندوق مغلق سعته ۲0۲ متراً مکعباً . و قاعدته مربعة 
یراد طلاه من الداخل بمادة عازلة یتکلف القاع .0 جنيهاً لكل متر 

وو یتکلف الفطاء .۲ جنیهاً لكل متر مربع ء كما تتکلف الجوانب ۳۰ جنيها 
لكل متر مربع ء آوجد آبعاد الصندوق التی تجعل التکلفة آقل ما يمكن 
الحأ 





“٠‏ المساحة الكلية للخزان من الداخل = ٤ابس‏ ص + بو" 


.”. التكلفة الكلية = .۳ × و س ص + .0ب" + .ییا 


. التكلفة الكلية = د( س) = .۱۲ س × ۲0۲ س ' + .۷ س' 
= .س + .۷سا 
3 د رس ) = ,۳.۲2 س + موس = ,۳.۲۶2 ين ' ( سس" - ۴٣1‏ ) 
> دا(س) = عندما : ,۳۰۲۶ سس ' ( بن" 01 ) = 


أى عندما : س = 1 





المتميز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 


ا ۲۲۲۲۲۲۲۲۲۲۲۳۰ |[ + عند : | = ع تكون مسلحة ۸ ببح أصغر ما یمکن 
_ ++( - - إشرة'زس)| أ = 8 وحدة طول » بالتعويض فى () ينتج : ب = ٦‏ وحدة طول 


> من اختبار المشتقة الأولى للتزايد 
و التناقص كما بالجدول نجد : 





تكون التكلفة أقل ما يمكن سے ]| سوك درس) | | مساحة 1 (بو = چ بو × (و- + ب × | 
“. سس = 8 ثم ۰ من () ينتج : ص = ۷ م = لل × ع × 1 = ۱۲۳ وحدة مربعة 


". أبعاد الخزان التى التكلفة أصغر ما يمكن هی :1 م ۰ 35 م ۰ ۷ 7 
إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۸0 
فى مستوى احداثى متعامد رسم ( ب يمر بالنقطة (۳ ۰ ۲) و يقطع 
ار اب وا ار سو کب و د 
للمثلث ۲و ب تساوى ۱۲ وحدة مربعة حيث و نقطة الأصل (. › 


اجابة حاول أن تحل (5) صفحة ۸0 
إذا كان محيط قطاع دائرى = ۱۲ سم › أوجد قياس زاوية القطاع الذى 
يجعل مساحته أكبر ما يمكن 


) © بفرض أن طول اسف اقش دادرة القشاء = لہ ؛ طول قوس القطاع = ل 









الحل السو او ای ای 
× المستقیم يمر بالنقط : (. ٠‏ ۳) ۰( ب ۰ ۰) ۰ (۲۰۳) 7۹ . اش + ل - ۲ . ل - ۱۳ - كاش WD‏ 

میل المستقیم ے سن _ اج أحمد التننتورى ٠‏ مساحه القطاع الدائری = 5 ل لہ 
متها پل 082 0 TB‏ مسلحة القطاع روج و ود وزج وے واد كوي سان 
٠‏ مساحة ۸ ( بو = ± بو × (و = + ب ٢×‏ درف ) =1 ا سے رف -۳) 
فك سا سر ۰ ۱۵ ب > د ری,) = ] < . لکل قيم یہ 
> ۰( ۰ ۱-۳ ۳ ,۶ ۱ > درف -. عندما: ع (ش, -۳) =. ای عندما : ای - 
0 — ۶( (۲ - ) اختبار المشتقة الثانية + ٠.٠‏ کرس <. 

= ے8 مزع مع وب ٤۴‏ ۱ . عندما : شى, = ۳ سم تكون مساحة القطاع الدائرى أكبر ما يمكن 

۶ )۲ ۲( ۲ 

در -. ٠‏ من () ينتج : ل < ۱ سم . و س 
E E‏ 00007 0 ۱ 


۱ ہے ". قياس زاوية القطاع الذى يجعل مساحته أكبر ما يمكن - + - ۲ 
ای عندما : م - . مرفوض + +0 - - ]اشارة درس) ف ات الل كبر ما يمكن - ۴ 
۰ -ع سے | > | سلوك درس 


> من اختبار المشتقة الأولی للتزاید و التناقص كما بالجدول نجد : 












آ دہ 






المتمنز للریاضیات أحمد التنتتومی التفاضل و التكامل ( ما )_ثانوى 
حل تمارين (۳ - 5 ) صفحة 87 بالكتاب المدرسى حل آخر 


1 بفرض أن العددان هما : من ۰ 0 من 
عددان ۱ حاصل د ۱ ۱ 
)۱( کٹ ٠٣‏ و حاصل ضربهما أكبر ما يمكن › “. مجموع مكعب العدد الأصغر و ضعف مربع العدد الأکبر = دس ) 
وج ین 


کین ٩+‏ ۲ (0 د من )" ک سل" +0 .]سق + ع یی 
اا ل ل س) لس" - .۲ + وس = رس ۲ )(۳ س + ۱۰ ) 
ے خضل وب ینعی( سح ۳ من را ٠‏ درس) = . عندما : سس = ۰۲ س = - د مرفوض لان العدد موجب 
درس ۴ے سس ۽ درس ۳ < . ال لد بن » درس = وس + 5 
> درس =. عندما : ۳۰ - ۲ من = . آی عندما : س = ۱۵ » اختبار المشتقة الثانیه : ”,ا در ے ير ع +ع - ۱9 > . 
اختبار المشتقة الثانية  :‏ د (10)  -‏ م < , هي .۰ يكون مجموع مكعب العدد الأصغر و ضعف مربع العدد الأكبر أصغر ما يمكن 
* عندما + س = ۱۵ يكو حاصل “شرب العدین آکبر ما یمکن عندما : س = ۲ “. العددان هما : ٣‏ , ۳ 
+ العددان هما : وا ٠.‏ وا حل ثالث 


بفرض أن العددان هما : س . ۵ - مس 


۲ ددا“ ۴ 0 جبان أصة هما ۱ 
(۲) عددان صحیحان موجبان مجموعهما 0 › و مجموع مکعب اصعر “. مجموع مکعب العدد الأصغر و ضعف مربع العدد الأکبر = د(س) 


و ضعف مربع الآخر آصغر ما يمكن ء آوجد العددین 





7 = س + ع (م ‏ س )= س +0۰ ۴١‏ س + ٣‏ س' 

بفرض أن العددان هما : س ۰ ۵ - س کرس = کاس بت .+ بد وس حت اس + )اشاس د ۱ ) 

“. مجموع مکعب العدد الأصغر و ضعف مربع العدد الأکبر = د( ن) ۰ دا(رس) -. عندما : سس = ۲ ۰ س = - + مرفوض لان العدد موجب 
= س + ع (0 د س )= س +0 .۲ س + ع بن" > من اختبار المشتقة الاولی للتزاید 


۳ التناقص كما نحد ٠‏ 
و داله فی س حيث : س 2 [ .۰۰ ۵ ] ہیں اه میتی 





7 ۱ . یکون مجموع مکعب العدد 
. د ( س ) = ۳ مس .] + 2 بن = ( س - ] )( ۳ س + .| ) الاصغر و ضعف مربع العدد 
١ 4 /‏ ام ے + 
> د(بس) = . عندما : س = ۲ 3 [.۰۰ 0۵ ] ۰ س = - 3 م [. ؛ 0] الاکپر اصع ما يمكن 
عندما ٠.‏ س د ۲ ۰ العددان هما :+ ۲۰ ء: ۳ 


8 ©" د (.) = .0 د ( ۳ ) = ۳۲۱ < د )0 ( = ۱۲۵ 
یا يكون مجموع مكعب العدد الأصغر و ضعف مربع العدد الأكبر أصغر ما يمكن 
عندما ٠٠‏ ہس - ۲ ٠‏ العددان هما ٠‏ ٣ء‏ ۳ 


ا 








ووروحح 7 ج7 ےم 








المتمدز للریاضیات احمد التتتتورى النفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
(۳) أوجد العدد الموجب الذى إذا أضيف إليه معكوسه الضربی كان الناتج دس ج ا این :+ د رس ےا۴ < .> الكل قم بن 
یج ء 
اصعر ما يمكن > د (سن) = . عندما : .۹ - ۲ س -. ای عندما : س = ۳۰ 
الح اختبار المشتقة الثانية ٠٠ ٠‏ د (.ط ) > . 
بفرض أن العدد هو : س ×× معكوسه الضربی - ل = سا “. عندما : سس = .۳ تكون مساحة قطعة الأرض أكبر ما يمكن 
*. العدد مضافاً إليه معکوسه الضریی = د (س) = س + مس" ۰ من )١(‏ ينتج : ص = .۳ . بعدی قطعة الأرض هما : ۳۰ ۰ ۳۰ متر 
/ 7 - (مس"- 1( في مساحة قطعة الأرض = 8 مترأ مربعاً 
7 اس 2۲ سے سب ۱ ۱ ۱ 97 
بن س (0) قطاع دانری محيطه .۳ و مساحته أكبر ما يمكن أوجد طول نصف 
/ ۳ 5 
د ( س ) = ۲ بن ۳ 5 8 قطر دائرته 
۱ 08 الحل 
> د ( س) = . عندها : بن ل | =. ۱ 


۷ بفرض أن طول نصف قطر دائرة القطاع = شض » طول قوس القطاع = ل 
' محيط القطاع الدائری = ۲ شم + ل 





أى عندما : رس +۱)( س |) -. 

أى عندما : س  -‏ | مرفوض لأن العدد موجب . ہس - | 

اختبار المشتقة الثانية ٠٠ ٠‏ درا > . 

“. عندما : سس = | يكون العدد مضافاً إليه معكوسه الضربی أصغر ما يمكن 


ا 


. اشن + ل = ۳۰ . ل = Fr PF.‏ () 
٠‏ مساحة القطاع الداثری = + ل ہہ 


010100 ”. مساحة القطاع الداثری = د( ش ) = ±+ (۳۰ ا عش )ش = ١اش‏ - لیر 
e‏ ی ۳ 
۱ ۱ 0 ۰ 1 عم 1 د رض ) = 0| - ٣ہ‏ : د ری ) = <٣‏ . لكل قيم یہ 
(5) أوجد أكبر مساحة من الارض مستطيلة الشکل يمكن أن تحاط بسیاج ۳ ۱ ۱ 0 ۱ 9 
7 د ( لور ) = . عندما : ۱۵ - ٣‏ ھ, = . ای عندما : یہ = چٹ = ۷,۵ 
طوله ۱۲۰ مترا 5 ۱ / 
الها اختبار المشتقة الثانية : د (۱۷,۰۵) > . 


نفرض أن : بعدى قطعة الأرض هما : سس ۰ ص متر “. طول نصف قطر دائرة القطاع الذى يجعل مساحته أكبر ما يمكن = ۷,۵ سم 
> ۰ طول السياج = .۱۳ متراً 

+ محيط قطعة الأرض - م س + م ص د .۱۳ 
و منها : ص = ٩‏ - س 00 

۰ مساحة قطعة الارض = د(س) = س ص 


() علبة على هنية متوازی مستطیلات ء قاعدتها مربعة الشکل » إذا کان 
مجموع جمیع آحرفها .۲2 سم . فأوجد آبعادها و حتی يصير حجمها 
أكبر ما يمكن 

الحل 





= س  78.(‏ س ) = ٩.‏ بق - بسا 





المتميز للرياضيات 


نفرض أن : أبعاد العلبة هى : 

بن . بن » ص متر " القاعدة مربعة " 
× مجموع جميع أحرف العلبة = ۲2۰ سم 
۸س + عاص د .م 





و منها : ص = .1 - ۲ س )ع( 
> حجم العلبة = د(س) = ہس' ص 
= س" ( ۲-٩‏ بن ) = ۰ س' - عم بسن" 
تك ٣س‏ -۔٦س'‏ م,: ازس حب 1۴ س 
+ زس دہ اقا ای امن" = وس وس سے 


أى عندما ٠‏ بن = .م اختبار المشتقة الثانية : و د( > . 
. عندما ۰ س ح .م يكون حجم العلبة أكبر ما يمكن 


> من () ينتج : ص = ,۲ . أبعاد العلبة هی : .۲ » ۲۰ : ۲۰ سم 


(۷) اذا كان طول وتر مثلث قائم الزاوية یساوی .۱ سم › فأوجد طول 
کل من ضلعی القانمة عندما تصبح مساحة المثلث آکبر ما یمکن 

الحل 

نفرض أن : طولی ضلعی القائمة هما : س ء ص سم 

6 ۳ من الشکل المقابل : س' + ص" ك .۱ 


. ص = يأ..ا سا (ا) 


٭ مساحة المثلث = د(س) = ےس ص ہیں 


تسس ۳ 
= ساس [..] مس" = ج سس ٠..(‏ - س )` 


۱ 1 


ارس = ج ( ۱١‏ سا + چ س × ج ( ٠١‏ -س) ا( مس ) 







۰ سم 


۱ 


ط زور - سس ”ما دين - مت 


> من اختبار المشتقة الأولى للتزاید 
و التناقص كما بالجدول نجد : 
عندما : س = ۵ ۲ 

تکون مساحة المثلث أكبر ما یمکن اج "سس سلوك درس) 
++ 

۰ من )١(‏ ينتج : ص = ۵ , ۲ 

أى أن : طولی ضلعى كل من ضلعى القائمة عندما تصبح مساحة المثلث أكبر ما 


> .. طول السیاج = ۰ متراً 

", محيطة الحقل = ۲ بن + ص = .۸ 

و منها : ص = .۲-۸ من )0 

٭ مساحة قطعة الألارض = د(س) = س ص 





۳ 


فتتوری التفاضل و التكامل ( " ) نانوی 
TF 0‏ 1 ۔ (سن' ‏ 0 ] 

۱ = - ( ..۱ - - .06 ) سے - د 

) س ) ( سے 

د ( س )= . عندما  :‏ رمن .0 )= . 

أى عندما : - (س + 0ا۴ ) (س - 0ا۴ )= . 

ای عندما : س = 0ا۴ مرفوض . س < 0ا۴ 


cc DD 
لع ]سره درس‎ 





يمكن هما : ۵ ما ۲ سم ۰ 0م ۲ سم 


(۸) حقل مفتوح یحذہ من أحد الجوانب نهر مستقيم ء حدد كيفية وضع 


سیاج حول الجوانب الاخری من قطعة أرض مستطیلة من الحقل 
بأكبر مساحة ممکنة بواسطة ۸۰۰ متر من السیاج ء و ما مساحة 
هذه الارض حینذ ؟ 


الحلس 


نفرض أن : بعدی الحقل هما : س ۰ ص متر 





بن ( ۰۰ - ۲ س ) = ۸۰۰ مس ے ۲ سل 


6رس جح ہے ی 8 من مب ۳ ] 
/ 1 
6د ( سس ) = ٤‏ < . لكل قيم س 





آ دہ 


المتمرز تلریاضیات 


/ 
»> د ( س ) = . 


ای عندما : بس 


عندما : 2( س ۰ ) =. 

۷ اختبار المشتقة الثانية : 

۰ تکون مساحة الحقل اکبر ما یمکن 
> من )١(‏ ينتج : ص = .2 *. بعدی الحقل هما : ..2 

.“. مساحة قطعة الأرض - ....۸ مترأ مريعاً 

(9) تصنع علب اسطوانية الشكل مغلقة لتعبنة المشروبات . سعة كل منها 
لى من وحدات الحجم بأقل قدر من المادة . أوجد ارتفاع العلبة رع ) 
إلى طول نصف قطر قاعدتها (ی, ) 

الحأ 

بفرض أن طول نصف قطر الاسطوانة = یہ 

4 ارتفاع الاسطوانة = و 

۰" سعة الاسطوانةه = حچم الاسطوانة 

شاع = لك وحدة و منها : ع - كب () 

]1 لہ 


> المساحة الكلية للاسطوانة تمثل المادة = عم 7ع + م عراش" 

. المساحة الكلية للاسطوانة تمثل المادة = درش ) = ۲۳ راشا ع + ع عاض" 
٠‏ بالتعويض من () ينتج : د( ) = ۲ ل ش ' + ع ۲ نی 

< د A AF — = (r)‏ + :ع جرش ءدارضش)- ووش ۲ + و 
> درف = . : —- AF‏ + ۶ ریہ 
ای عندما : ۲ ل ش. ' -5 ۲ش و منها : ی - ۲ 7 نی 
اختبار المشتقة الثانية : ۰" د/ (ك ) = ۲۱۳ > . 

ای عندما : لى = ۲ 7 ش,' تكون وحدات الحجم بأقل قدر من المادة 
> من () ينتج : ع = ٣ش‏ أى أن :ع :شم = ۲ : | 


7 
وو ( ۲۰۰ ) > . 


و عند ما : ہل 


چب 


۰ متر 


م6 


3 





زم وحدة 








عندما 





۳ 


نا التفاضل و التعامل ( ۳ ) ثانوى 
(.۱) ملعب على مستطيل ينتهى بنصفی دائرتين › إذا کان محیط الملعب 


1۳ متراً ۰ فأوجد أكبر مساحة له 


الحلس 


نفرض أن : طول المستطیل = ص متر 
> عرض المستطیل = طول قطر الداثرة = ۲ س متر 
أى أن : طول نصف قطر الدانرة 
٠‏ محيط الملعب = .۶۲ متر 
۰ س + عاص = .۶۲ 
۾ و منها : ص = ۲۷ - بن 7 
> مساحة الملعب د ( س ) 
= مساحة دائرة + مساحة مستطیل 
= چو س" + ۲ س ص 





. د ( س ) = ۲ س" + ۲ س ( ۲۱ س 1 ) 


۰ مس - بن ]1 


7۲ س + .2۳ س - ۲ بس" ]1 


/ / ۲ 
.د (س) = :2۲ ۲ س7 »د (س) = 7 < . لكل قيم س 
۷ 7 2 8*۴ ۲ نب منها : _ f‏ 
بوصع : د ( س) = ۰ حل ص70 - و ...۳ 1۲ 

اختبار المشتقة الثانية : ۰۰ در لل ) = ع پر < . 
د لل تح مساحة الملعب أكبر ما یمکن 
۰ ص = .لم لل × چو = صفر 
ای أن : الملعب يكون على شكل دائرة طول نصف قطرها لا متر 
> مساحة الملعب = چو ں'  -‏ × لآ - عل متر مربع 
0 








۳ 


المتو ۱ للرياضيات أحمد شننوءمی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوی 


الآخرین إذا كان طول العمود النازل من راس الزاوية القائمة على قطع من ارکانها الاربعة مربعات متطابقة طول كل منها س سم » 
الوتر أكبر ما يمكن ثم ثنيت الأجزاء البارزة لأعلى لتكون علبة بدون غطاء ۰ أحسب 
الحل أبعاد العلبة عندما يكون لھا أكبر حجم ممکن ہے 







نفرض أن : طولی ضلعى القائمة هما : س ۰ ص سم الحا 
سے سو سو و ات سی پوس -_ نفرض أن : طول ضلع المربع المقطوع هو : س سم 2 9 
پر - د ۱ ۱ ۱ ۱ > حجم العلبه = د( س) *. ابعاد العلبه هی : 1 5 
> ." من الشکل المقابل : من + ص = .۹۹ .ص = ٩.۱,‏ سا ا) بن . ۲۶ - ۲ من ۰ ۲-۱۵0 س 
4 سس × ص = ال ٠ E‏ جم = ورس × ص ) = د(س) = س ( ۲۶ - ]بسن )( ۲-۱۵ س ) ۶ - ۲٢س‏ 
۱ ۳ ۳ 
س : = ۳٩,‏ س - ۷۸ س' + 5 
٠‏ م - د(رسں) = ل س .([..۹ - س' = ل س (..9 اين ) 1 / 4 5 ا 
٠‏ د (رس ) = ۳۷۰ - ۱۵1 س + ]| س 





2 ۳ 
ہد دا (س) = گے ٩..(‏ س')' + ل س × ( ٩.‏ -۔س') أ( ]سن ) ۲ سس" - ٣۳١س‏ + .۳ ) 





سے ۱ ۶ - ۲ سس 
= چ (..و امن ) ٩.۰(‏ اين اين') ۲ ٤‏ ۳ 
۱ مد ' > د (سن) = - ۱01۱+ ۲2 من ۰ .د(س)< . عندما : من = ۳ 
ان > سس = .| مرفوض لأن عندها البعد ( ۲-۱۵ س) يكون < . 
= لے (..و - سا  )‏ زس + ۲۳۲۸۱0۵ )(س - ۲۳۷۲۱۵ اختبار المشتقة الثانية + ٠.٠‏ در = ۷ >> . 
+ درس - . عندما : س  -‏ ۴۸۱۵ مرفوض ؛ من = ۴۱۵" + عندما : سس < ۳ یکون حجم العلبة اکیر ما یمکن 
> من اختبار المشتقة الأولی للتزاید . أبعاد العلبة هی : ۳ ۰ 9 ۰ ۱۸ سم 


و التناقص كما بالجدول نجد : 
عندما : سس = ۱۵ ۲ 
يكون طول العمود النازل من رأس 


(۱۳) خزان مفتوح » قاعدته مربعة ۰ و جوانبه رأسية » يسع كمية معينة 
من الماء » آثبت أن تکالیف طلاء الخزان من الداخل بطبقة منتظمة 





الزاوية القانمة على الوتر اکبر ما یمکن عازلة تکون آقل ما يمكن اذا كان عمقه یساوی نصف طول ضلع 
> من (ا) ينتج : ص = ۱۵ ۲ قاعدته 


أى أن : طولی ضلعی کل من ضلعی القانمة عندما یکون طول الوتر النازل من رأس الحل 
القائمة على الوتر اکبر يمكن هما : ۱۵م ۲ سم ۰ ۸,۱۵ ۲ سم 









او ز للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 


نفرض أن : أبعاد الخزان من الداخل هى : EC ET‏ و ص 
س . س » ص متر " القاعدة مربعة " 


۲ ۱ ۳ ۳ 
٠‏ سعة الخزان = لى » ۰" حجم الصندوق = س" ص = س +( س -۹) 


= ہں' + د ينث ۹ ين + ۸۱ 








ببس" ص = لے ۰ ص = ل = لى س ' )( 
0 - دس ۸ سا' +۸۱ 

۰ المساحة الكلية للخزان من الداخل = ۽ مسن ص + ب" د لد << 

۱ ۱ سر 
" الخزان مفتوح " ٠‏ بفرض أن : تكاليف دهان المتر الواحد = م ف <د(س) 5 
“. التكلفة الكلية = ( 5 س ص + بس" ) × م = ( + س*- هس + ۸۱) 
, و 4 = ۲ ج 
Ss‏ + سن ) و درس = + ( + س*- ۸ بن"  )۸۱+‏ - آصداستمه 
٠‏ د (س) = و( ول س + ۴ س ) = ۲۳ سس ۲( س۳- 0۲ ) ۳ 

× ( من | س ) 


/ ۲ 
> د (س) = . عندما : بن" ۲ لى = . لی عندما : سے ۲۷۳ ك 


/ ۱ 
> د (س) = ۲( ۸( س "+یّ :یں 
۱ ٴ4 ۳ 
اختبار المشتقة الثانية : ۰۰ د"( لاع لع ) د سم > . فلار(سص)-. عندما : سن ( سس - ۱۷) 
i ۳‏ ای عندما : من امن + ۶)(س 8 ) = 
“. عندما + مس د ۳۲۳ تکون التکلفه اقل ما یمکن .۰ 
7 ۱ ای عندها : سن = . ۰ بين ے ع ۰ مس - 8 

من )١(‏ ينتج : ص = ج ,ا الك = مس > من اختبار المشتقة الأولى للتزايد و التناقص كما بالجدول نجد : 


= چس ( سا - ۱1 )( + سس + ۸) 





0 


عمق الخزان يساوى نصف طول ضلع قاعدته F8. 0G O‏ 3۳۳ 
(15) أوجد أقرب نقطة إلى النقطة (۰۰ 0 ) و تقع على المنحنى : 0-,+--/ 
SEE‏ 





_-ے ؟ 1 
ص = جح بن 5 رف اد أقرب ما عندما : ج 3 
۱ ف = د( بى) أقرب يمكن ٠:‏ ہیں = - 4 ہیں = 
نفرض أن : النقطة تة ۳ ےم سور پت لن وج ۱۸۰ 
نفرض أن : ( س ۰ ص ) تقع على المنحنی : ص = ج س -۶ . أقرب نقطة إلى النقطة (. › 0) و تقع على المنحنی : ص د + مس" - 5 
× النقطة هی : ( سن ++ س -8) (ا) هی : (- ۰۶ ۶) ۰ (۶۰۶) 


> بفرض أن البعد بين النقطتین : (۰۰ ۰00 (س < س" -) هو : ف 








2 
تكد التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوى 
(۱0) أوجد أقصر بعد بين المستقيم : س - ۲ ص + .۱ < . 

و المنحنی : ص" = 5 س 
الحأ 
نفرض أن : النقطة س » ص) 


۳ 


((۱) ب ح مثلث حيث ۸ ء ب' ثابتان » آوجد قياس الزاوية المحصورة 


بینهما و التی تجعل مساحة المثلث اکبر ما يمكن 
الحأ 






5 / 
۰" مساحة المثلث = د( سى) = لل م ب حا بس 


E /‏ 
د(رس) = < م ب حتاس 34 د (س) ے ال م ب حاس 
2 ے بل + / o‏ 
ا + حن »> بوصع : د ( س ) = . بث ختاس < . من = ٩,‏ 
× النقطة هی : رس +٠‏ ص') 


اختبار ١‏ لمشتقة الثانية : 
> بفرض أن البعد بين النقطتين المستقيم : 
بن ۲ ص + .| = . ۰ المنحنی : 


ص = 5 ہس هو : فا 


4f 0 /‏ 
“ د( )- لپ <. 
ھ عندما : ىن = ۹۰" تكون مساحة المثلث أكبر ما يمكن 


(۱۷) تعطى شدة التيار " ت '' ( بالأمبير ) فى دائرة للتيار المتردد عند 
1 ال+ص'_عص + .| | أى لحظة " رہ " ( ثانية ) بالعلاقة : ت 

شم << = 
ا ما [ + 5 


: ت = ۲ حتارہ + ۲ حارہ 





ما أقصى قيمة للتيار فى هذه الدائرة 











الحل 
ل* ت = دودزرہ)- ] حتاںہ + ۲ حانہ 

.ف = د(ص ) = بل (د ص۲ ٣‏ ص + ا ) ۰« ۱ 

ما 0 ۱ “. د ( رہ ) = حارم + ] حتارہ ۰ د (رہ) = ٢‏ حتارہ - ]حاسم 
د تب 55 0 کے د -ے ۱ 3 / 7 55 

( ص ) جد ( ج ص ١ (f‏ ( ص ) ]ا م > بوصع : د ( رہ ) = . ٥٠‏ س ٣‏ حارم + حتارم = . 
۰ عندما : نت اض -. فان : ص = 5 > منها : طارم = | .ا یہ = 7۲ ٠‏ لم = N+‏ 
5 کی ۾ * 1 | * بر $ مره زا و بو ٭ / ۱ 20 
اختبار المشتقه الثائیه :+ ۰۰ د ۶ = . اختبار المشتقه الثانيه : د ( 17 ) = لح < . 

٩ ۱ 7 3۳۲۳ ۰ ۰‏ ۳۷ 
عندما ٠:‏ س - ۶ يكون البعد بين المستقيم و المنحنى أقصر بعد ار لف کے 
۳ 1 1 ا 0 1 

)١( ۵‏ ينتج : ف = 0 حدة 
من )١(‏ ينتج كك وحدة طول 


. عندما : رہ = +7 تكون قيمة التيار أكبر ما يمكن 
, ت - ٣‏ حتا ل ان اسر تح ٢‏ 
“.اث << ۲ 7 ۷ + ۲ + با[ 


۳ 
-ِ + سل = مغ د ۲۲,۲ آمپیر 
ما ۲ TV TY‏ 





آ دہ 


المتمرز تلریاضیات 
(۱۸) ينمو حجم مزرعة بكتيريا موضوعة فى وسط غذائی طبقاً للعلاقة : 
د ( یہ ) = ...۲ + سس حیث الزمن ( مه ) مقيس بالساعات 
نہ 


عیں القيمة العظمى لحجم المزرعة 
الحأ 


ھی د( یہ ) << Te.‏ + سس ہا = .۲ + 0.٠.‏ نہ ) 7 بات رم ( ' 
۰ + ینہ 
/ م ۱-۰ ۳ ۵,۴ ۲ 
ہہ ك ( مه ) = ۰ ( ۰| ر ( - ...| نہ ۱ ۱.۰ ۳ نہ ( 


= .0 ( ۱۰ + ی ( ۱۰ + یی (wr‏ 

= 0 ( ۰ + ںا ( یه" ۱۰ ) 

سے 0 ( ۰ + a) ° (a‏ ]ای + ا( 
» پوضع : یدھم هت ری( داح 
یہ = .| تم 
> من اختبار المشتقة الأولى للتزاید 
و التناقص كما بالجدول نجد : 
القيمة العظمی تحجم المزرعة تکون ۹ 
عندما : رہ = .۱ ساعات هت ,)سم | سلوك درس 


۳۳0۰ = ۰ حجم المزرعة = د ( 1۰ ) = شس سل‎ ٠ 


رہ  -‏ .| مرفوض 
اہ 0 ۔صا س 
_ - -() + + |إشارة درس 





= ۲ب حاء مربع طول ضلعه .۱ سم › ” 3 بح بحيث بم‎ )۱٩( 


سس 5 اسم 
من سم رہ 3 حء بحيث د رہ => س 


أوجد قيمة س التى تجعل مساحة ۸ ۲۲ رہ أصغر ما يمكن 
الحل 
مساحة ۸ ۲ ۲ رہ = مساحة المربع م( ب حاء ‏ ( مساحة ۸ م بم + 
مساحة ۸ م ء رہ + مساحة ۴۸۹ حارم ) 


د (س ) = ا اس" م س + .0 
۳ 





الحل 





۳ از ۳ 
بوضع : د(س) = . دين دم - 
07 و لف ٭ ره ٭ 5 ۹ 

اختبار المشتقه الثانية ۰ د ( چ ) 


چ ون مساحة ۸ ۲۲ نه أصغر ما يمكن 
(.) مب قطر فى دائرة طول نصف قطرها شض ء زسم مماسان للدائرة 


عند كل من ( ء ب من النقطة ه تقع على الدائرة » رسم مماس 
آخر للدائرة قطع المماسیین السابئین فى ۶ ء ح على الترتیب 
آثبت أن أصغر مساحة لشبه المنحرف ب حاء تساوی ۳ ی' 
وحدة مربعة 


من هندسة الشکل : 
الشکل ( ء ه م رباعى دائرى » 
< یل( ۳ )-ح ۰9(< 2 ) .۰ 
الشکل ب ح ه ‏ رباعی دانری 
رن یرد 
ں (<۱) + با (جد ۲ ) < نودرك" )+ با (د 2 ) 
- لم )د ی (كا) دامع تبحم 
١ :‏ 1 


> ینتج :عع = ل اص ۔ فا فقۂ؟اس' 0 














۳ 


اھ 


المتمنز للریاضیات أحمد الشتہی التفاضل و التكامل (۳) ثانوی 
> مساحة شبه المنحرف ب ح ء = ± ابن + ص ) × ۲ ہہ حل تمارين عامه صفحة ۹۰ بالكتاب المدرسى 
= کی ( س + ص) ۱ اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 


( 


". مساحة شبه المنحرف ( ب جاء = د(س) = ف( س + لیا س 
٠‏ ورس اش سن + فى" سنا () إذ کان د : [ ]٤  ٢-‏ هب › د(س) = اس سس 


.... یگ فان : عدد النقط الحرجة للدالة د يساوى‎ E 
۳ رس ح٣س )0 . (ب) ۱ (ه) ۲ (ء)‎ ٠ 


> بوضع : د ( س) = . ٠‏ س' - لور = . الحأ 

۷ 1 21 ۳ ے‫‎ a. 5 5 

أى آم .+ 7 ۳ ۳۳ ۲ سس ۔ ارم . 5 ںی - ۳۲ يبن داله متصلة على م) 

اختبار المشتقه الثانية : ٭ د ( هی = ۲ > . ٩‏ د(س) = فين" _ س = ۳( س +۱)( س -۱) 
*. عندما : س - پہ وحدة طول ". للدالة د نقط حرجة عند : سن = ۰۱ بن - | 


+ عدد النط الحرجة للدالة د یساوی ۲ 






تكون مساحة شبه المنحرف ۳ ب حاء أصغر ما يمكن 
من )١(‏ ينتج : ص = ليم وحدة طول 


“. مساحة شبه المنحرف ب حء دش( ش + اش ) ع فا وحدة مربعة (۲) يكون للدالة د قيمة صغرى محلية ادا كانت د (س ) تساوى . 


() ۲ س - | (ب) س' + | 
(ح) من (۶) - سب 
الحأ 
۰ د ( س ) = مس" + | دالة متصلة على 02 
ھ س = مس ٦‏ ا عندما ٠:‏ بن = , 


. > عندما : من > . فان :دی‎ ٠ 

»> عندما : س < . فان : دا( < . 

. يكون للدالة د( س ) = س" + | قيمة صغرى محلية عندما : سس = . 

لاحظ : د ( س ) - ۲ س - | دالة خطية ليس لها قيم عظمى أو صغرى محلية 
د(س) = س' 1 Dk‏ ۳ ں' 


/ 
> د (س) = . عندما ٠:‏ من = ., 





آ دہ 


المتمیز للرياضيات 
۱ ۱ / 
عندما ٠:‏ بن > . فان : د (.) > . 
۰ / 
؛» عندما ٠.‏ بن << , فان : د (.) > . 


“. لا يكون للدالة دس ) = مس" 


۰ د( س ) = - بسا :. درس ۳۰ بس" 
ا عندما : من = . 
“٠‏ عندما : سس > . | فان در < . 
> عندما : س < . فان : در <. 


. لا يكون للدالة د( س) = - مس" 
قيمة عظمى محلية أو صغرى عندما : س سے . 


(۳) منحنی الدالة د محدباً لأسفل فى 22 إذا كان د (س ) تساوى . 


(() ۳ - بن!" (ب) ۳ - من" 

(ح) ۳ - س (۶) ۳ + من 

الحل 

٠.‏ درس ) = ۳ + سسأ دالة قابلة للاشتقاق مرتين على م2 
رای > وس" 00 عندما : ہس = , 


f 
02 3 د (س) = ۱۲س" > . لکل قيم س‎ > 
02 يكون للدالة د( س ) = = ۳ + مس" يكون محدباً لأسفل فى‎ . 
" لاحظ : منحنيات الدوال الأخرى محدبة لأعلى فى ح " حاول بنفسك‎ 


د ( س ) = بن" + لی بن' + 5 فان : قيمة لم تساوى . 


(@ - 1 (ب) - ۲ رح) ۲ (۶) ١‏ 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


د(س) = اس + رك س' + 5 
درس = سم بن" + ٣‏ لی س ؛ د (س) = ۹ س + dF‏ 
> لمنحنى الدالة د نقطة انقلاب عند : سس سے ۳ے د (.) <. 
dF + ۲ ۰‏ ع . و منها : لم = ٦‏ 
(0) یکون للدالة د قيمة عظمی محلية إذا كانت د وس ) تساوی . 
() بسن" - ۲ (ب) س" + | 


(ح) ين" + سس (۶) س"* ب ۲ بسن 


۲ 


× د(س) = سس - ٣‏ مس" دالة قابلة للاشتقاق على 02 

عامس و یس اص رودا رین 

> تا رس اس ۶ » درس <. 

عندما : من = | ء بن =. ۰ بن - | 

ا + 8 سے 

". يكون للدالة د ( س ) = ہں - ٣‏ مس" قيمة عظمی محلية عند : س = . 
لاحظ : لمنحنی الدالة الأولی قيمة صغری محلية ہ و الدالتین الأخريين ليس لهما 


قيم عظمی محلية أو صفری محلية " حاول بنفسك " 


حدد فترات تزاید و تناقص الدالة د فى کل مما يأتى : 
1 
() د( س) = (س - ۳) 


د ( س )ےرس - ۳ دالة قابلة للاشتقاق على م 
درس = (٣‏ س -۳) بوضع : دأ( س) = . يكون : ہس = ۳ 


اکم الننتنتومی ا الننننتوى 


ا 









التفاضل و التعامل ( ۳ ) ثانوى 


أحمد مد هد ی 
نس 
+ + رم + + | شر: درس). 


المتميز للریاضیات 


ببحث إشارة تر تس عد ۱ 





ہے | سم سوه درس) . 


STB BEES SEE 
[ ایس" | سلوك د(رس) _ د متزايدة على ] - مه » مه‎ 
د(س) = ۵ + وس - بن"‎ )9( 





د متناقصة على  ]‏ م ۰ ۳ [ ء د متزايدة على ] ۳ ۰ هه [ 
(۷) د ( س ) = ۲ س _ بن" الح 
الحل × د ( س ) = ۵ + عس - مس" دالة قابلة للاشتقاق على 02 
۰ د(س) = ٢‏ س' ‏ سا داله قابله للاشتقاق على م م "درس ےت 2 - ۲ مس < - ] رس - ۲ ) 
8 بوضع :د (س) = . یکون : س = ۲ 
إشارة د ( س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


/ 
د (س) = ۹ س' م س = ٢‏ من ( ۳ س - ۱ ) 
يكون : من = . ۰ س = ا 





1 / 
بوصع : د (س) = . 
إشارة در فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


ام MD‏ 0 مل س 
۰ ص, 0 "۰۰" 
1 (۱) د(س) = س" (س - ۲ ) 


٠ [‏ د متناقصة على ] .۰۰ ± [ ۰ 
۲ الحأ 
" - ع مس دالة قابلة للاشتقاق على 0 





د متزايدة على ] مه ۰ ۲ [ > د متناقصة على ] ۲ :بب [ 





د متزايدة على  ]‏ م » . 
د متزايدة على ]2 ۰ م [ 
وھ 5 ۳ 
(۸) درس = (س + ی" شع درس دسج دی ۱ 
الح جج یکون : س < . : س = چ 
۰" د(رس) = (س + یں" دالة قابلة للاشتقاق على م 
:د = . يكون : = - ۶ 
EREN OEE OEE 1 32‏ ۳ 
سای | | سود درس 


ہ دا(س) ۳ (س + و)" بوضع : 
اشارة د ( س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 









5 


المتمیز تلریاضیات احمد النشننتوہی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


۳ چا هو 1 
د متزايدة على ] - م ۰ . [ ۰ د متناقصة على ] .۰ ج [ ۰ یکون : د ( س ) = | < . 
د متزايدة على ] + ۰ » [ 7 فى ۶۶ 1 
> الجدول المقابل يوضح ذلك : 








() د(س) = ہس - ٤‏ بسن 
۰ د ( س ) = مس و سا دالة قابلة للاشتقاق على م الحل ۳9 
رس - وس" معنن = :سن (س - ۳ ) د( )> الس بج لاه فاب الاشتقاق على ہا - ( ۲۰ ) 
بوضع : د(س) -<. يكون : س = .)س ام oy‏ 0 ل E‏ 
ببحث إشارة دأ( س) فی كل فترة كما بالجدول التالی نجد : ۱ (سص + ؟) ساد 
OSS OE‏ ے تج "ااا ابابا ساد و وت 
نبحث إشارة د(س) كما يلى : 

سج لتك EER‏ ما ع ےی 

سلو درس ) ۰ د متزايدة على 1 - م ۰ - ۲ [ .۰ 
ا د متزايدة على ] ۳ ۰ م [ ۷ عندما + س = | يكون : دا( س) = ۳ > . 


5 .*. د متزايدة 1 تس 3 1 ۰ الجدول التالى, د شح ذلك ٠‏ 
06 د(س ) = ۱ + ا متزایدة علی لی يوضح 








الحأ 

د(س) ۱+ يل - ۱+ سا دالة قابلة للاشتقاق على 0 ١‏ . ؟ فرص اسر 
TD‏ ڪا ۶ د متزايدة على كل من : ] - هه 6-2 [ ۰ ] - م.م ل 

۰ دارس) غير معرفة عندما : سس = ۰ 0 2 - و۰ ) (05 د( س) = اس - ۱ 

۱ سا دوا د ۳ ۱ ۱ 

:. د متناقصة على ] - م » ۰ 1 )= راس -1 = رس -۱) سس سے 
عندما : س - | )= چرس -۲) 5س کڪ ع . 








۳ 


المتميز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
*. د متزايدة على کل من ] - م ١‏ ۱ [ ۱ 1+1 منحنى الدالة محدب لأعلى فى ] م : |1 > محدب لأسفل فى ] ۰۱ هه [ 
۳9 اك 02 BE‏ 


> و النقطة ١١‏ ۰ - ۲) نقطة انقلاب 


اه ای EE‏ 090 د (س) = من" 3 بن" + و 
بت سار تا ةرح 2 


۰ ۲ ۲ ۳ ۳ ۳ لك سے a‏ 
حدد فترات التحدب لأسفل و التحدب لأعلى و نقط الانقلاب ( ان وجدت ) " د(بس) = بن ۹س + ٩‏ ء د متصلة و قابلة للاشتقاق لکل س 3 لح 





لكل من : پازرس) = ٣‏ س'  -‏ اس 

۸ 
(۱0) د(س) = (س - ٠)۱‏ د رس) = وس ۱۴ = 1 (س -۲) 
الحل و بوصع : د (س) = . يكون : س = ۲ 


ببحث إشارة د س) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
امه ای «1 س 
۳٣۳س* O‏ و9پٰٰ) 9 


د(س) <(س د ]) نو مكلك و مت على م) 
> ارس = ۲(س -۱) ۰ دا(س) = 





منحنى الدالة محدب لأعلى فی ] - م : Ir‏ > محدب لاسفل فى ] ۲ ۰ بی [ 





و لا توجد نقط انقلاب 


و الجدول المقابل يوضح ذلك : > و النقطة ( ۴  »‏ ۷) نقطة انقلاب 
.- ۳ 1 
)٦(‏ د(س) = ہس - ۲ سن (۸) د (س) = س" - ۱۲ س + ۷ 
الحأ الحأ 
7 ۳ ۳ 7 ۶ ا و e Kok‏ 
ا ات ات کی > د متصله و قابله للاشتقاق لکل س 3 ما ×د(س) = مس - ۴| س + ۷ ۰ د متصلة و قابلة للاشتقاق لکل س د ح 
2 - ۳۹ ۱ / / 
د رس ) اين - ٦س‏ “. درس = اس ع ين .م د (س) - 8 س 
0 ۱ ااي ۳ ۲ بوضع : د( س) = . يكون :اس سے . 
بوضع : د ا س) = . يكون : س - | ےت ےت سک باه 


رکب ال لس 
دس ) فی كل 

: | + + (6 - - | شارة د (سی) | 
کہ وا جع ےے دس 
التالى نجد : 708 © 8 رس) 








المتميز للرياضيات 


منحنى الدالة محدب لأعلى فى ] - م » 
> و النقطة (. ۰ ۷) نقطة انقلاب 


)۱٩(‏ د(س) = 3 س" 


_ ہر 
الحل 


٠:‏ د(س) = ٩‏ مس" - مس" د متصلة و قابلة للاشتقاق لكل س 3 ح 
TEE‏ ۱ یا رس : 

درس = ۳۹ س ۱۳ سا = ۱۳ س دس اط ) 

بوضع + د"(«س) - یکون : مسن < . .۰ 


إشارة د (س ) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 





REI EER ORR ORES 
EDO OS 


منحنى الدالة محدب لأعلى فى كل من 
> و محدب لأسفل فى ] 
> و النقط رس 


+ أ مه ی . ]1 ۲ ۳ ۰ مه [ 
۰ ۳ [ 


)٠‏ ۰ (۳ ۰ الم ) نقط انقلاب 


(۲) درس ) = مس ل م 


سس 

الحل. 

٠‏ د ( س ) = س' ہے = سس" - ۸ مس" 

> د متصلة قابلة للاشتقاق على م) - ١‏ 7 

نہ دا(س) = ۲ س - ۸ بن ' 
/ 5 سو - ۳ ۳ 

> د ( سس ) = ٢‏ -۱ س = - ]س (زمن ‏ ) + 
۱ / 

بوصع : د (س) = يكون : س = ۲ 


. [ »> محدب لاسفل فى ] ۰ ۰ » [ 


التفاضل و التخامل ( ۳ ) نانوی 


// ۱ 8 
> د (بس) غير معرثه عندما : س 


ےنرم 
إشارة د (بس) فی كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 





منحنى الدالة محدب لأسفل فى كل من 


+ ]| مه ا 
٠‏ و محدب لاسفل فى ] ۰۰ ۲ [ 


> و النقطة رع > 


r 
نقطة انقلاب‎ ) . 


3 أوجد القيم القصوى المحلية للدالة إن وجدت فى كل مما يأتى : 
5 (۲۱) د ( بسن ) 





× د(س ) = ع ٦‏ مس - س' 


٠‏ د كثيرة حدود فهى متصلة لکل س د ل 


وب )نی جات ار ردس ۳ ۰ )2 ۲ 
للدالة نقط حرجة عندما : د (س) = أى عندما : س ے - ۳ 
عندما : اس - ۴ یکون : دا( ۳) = - ۲ < . 

. د( ۳ ) د ۳| قیمة عظمی محلية 

(۲0) د(س ) اع بسن" _ س بسن" + ۷ 

الحأ 

٭ دزرس ) = ٣‏ بن" _ سس'م+ ۷ 

> د كثيرة حدود فهى متصلة لکل س د ل 

2( ا و س ے و سن سے ا 

4و" لاسن ے ٣اس‏ ےو للدالة نقط حرجة عندما : دس = 
ای عندما : س = 


= . . س - | 


01 









يكون : دا( )ے -3 <. 
“. د( . ) = ۷ قيمة عظمى محلية 

عندما : سس = | يكون : د( |) = 1 > . 
د(١)‏ = 1 قيمة صغرى محلية 


(۲۳) د (س) = س (س - ۲) 

الحل 

د( س ) = بن (إبن ‏ ع) = بن' ع س' + 5 س 
> د كثيرة حدود فهى متصلة لكل س د 02 


/ 

“.د (س) = ۳ سا ۔ ۸ س + 2 = (۳ س -۲)(س - ۲) 
/ ہے ۱ / 

> د (س) ے٦‏ 5س ۸ للدالة نقط حرجة عندما : د ا س) = . 


أى عندما : س ے << ۰ بن سے م 

1 یھ 

۳ یکون : د ( چ ) < - 2 < . 
0 اد و گر مہہ 
در ۾ ) = چم قيمة عظمی محلد 

۳ 


/ 
یکون : د ( ۴ ) = ۶ > . 


عندما ٠.‏ س = 


. د( ۲ ) = . فيمة صغرى محلية 
)۲٢(‏ د ( س ) = س - ۸ س' + ۸ 
الح 


٭ دزرس ) = بن ۸ س' +۸ 


> د كثيرة حدود فهى متصلة لکل س د ل 
/ 

6 د(رس) = وس ٦اوس‏ = هع س (س + ۲) (س )٢-‏ 
/ 0 ۱ / 

> د (سى) = ١۲‏ س' - 1| لدالة نقط حرجة عندما : د (س) = . 


أى عندما : من = م »> بس ےس . . ابن سے ۲ 






احمد الشتنتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


۲ 7 
عندما : س = - ۲ يكون : د  (‏ ۲ ) = ۳۲ > . 
د(-۲۳) = - ۸ قیمة صفری محلية 
7 
عندما : سس = . يكون : د(۰) = ۱۱ < . 
۰ د(ر.) = ۸ قيمة عظمى محلية 
// 
عندما : س = ۲ یکون : د ( ۲ ) = ۲۳۲۲ > . 
“.د(؟)- م قيمة عظمی محلية 
س' - | 
(۲0) در س ) = 1 
بس + | 


IE 


E: 
س ا‎ . 8 
ا واس م‎ 


۽ ك متصلة لکل س د مر 
ار م ا میرن ۱ص ۱۱۳ ۱ 


۳ بس زس' + |) (س" + | - س' + ۱ ) 
E‏ 
(س' + ۱) 

أى عندما : س = . 





٤و‏ س (س۲ دااع ' - 


1 

ببحث إشارة دا( س) فى کل فترة كما بالجدول التالی نجد : 
الك __ مس 
_ ++ ۰-0۵ | اشارة درس) 





اخرلا ہہت | سوه درس) _ 


چب 


د(.) = | قيمة صغرى محلية 
زوم درس _ سا - ۳ 
بن ۲ 
الحأ 
0۷ 








المتمیز للرياضيات 

دس )= لوحك د سآ ۳)(س -۲) 

> د متصله لكل س دمح ۲۱ ؟ 

دای ۲یرس ل ري ۳ ی عع ' 
= (س ع) 5 (عين' ‏ وين من" + ۳ ) 
= جس ۴ ) '( س' 5بن +۳ ) 
= رسن ۴ ) (س -۱)(س -۳) 

( بسن | ) ( س - ۳ ) 

1 س ع" 

دأ( س) = . عندما : من =| ۰ من - ٣‏ 

ارا میں عندما : سس = ۲ 39ج -(ع) 


ببحث اشارة د (س) فى كل فترة كما بالجدول التالی نجد : 


لاب سس 
لی چ6 سے سوه درس 


و 





سن سے > د(۳ ) - 1 
_ الهس اس 

سد 

درس) - بت = رس - )رس + ۱)٩‏ 

»> د متصله لکل س د م) 

ارس عرسا + ٩‏ ) '۔ ۴ س (س )رس + ٩4‏ )' 


= ؤي شن + ۹) 7( اس شن - و + وين م بن ) 





د(-۱) = - < 









نتنتتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) تانوی 
= رس'+ ۹) ( س ۸س ۹) 
= (س ۴ ) '(س +۱)(س ۹) 
رس +۱ ) رس ۳ ) 
ای ہے عندما : س = | ۰ بن - ٩‏ 


ببحث إشارة د رس ) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 


بن ے ضف ال 2 E‏ 


IO‏ ا 
"ایسآ 





الحل 


درس) - لاس - ۲" = رس - ۲)* د متصلة لكل س 3 بح 
07 ے 3 5 ل ۲ 
ری اد ا جو و ہی 


/ ۰ ۳ 5 
و د( سس ) یج . ۰ عير موجوده عند : ہس = ۲ 


۸ ۰ ۰ 
ببحث إشارة د ما ی کم سخ التالى نجد : 
CCE‏ سره د رس 





کے( > | سوه درس 


د(۲ ) = . قيمة صغرى محلية 


۳ 





۳ 


المتمدز للریاضیات أحمد ااتتندته التفاضل و التكامل ١ه‏ ) ثانوی 
.درس م س' ع( = زس -۲) (س + ع) 


1 د (س) = اسآ و‎ )۲٩( 
] ۵ ۰ ۳ [ 5 ۲ = عندما : دا( س) = . بن‎ > 


الحأ 
4 ی جک با (س' - 8)” »د متصلة لكل س د ح > س = ۲ 3 [ ۳ ۰ 0 ] .. توجد نقطتان حرجتان للدالة هما : 
۱ 0" ےج 1 د(- (Ff‏ = ۳۲ ۲۵ 
“. د(س) = ٹ(رس'۔ع٤) ٢۲×‏ ين = سج 9 ۶ ۵ NOS‏ ۱ 
)= , عندما : من = . . للدالة قيمة عظمى مطلقه = ۸۱ > قيمة صغرى مطلقة = صفر 
برای ا > سن ۲ (۲) د(س) = س٣‏ + ۲ ۰۱-1 ۲ ] 
إلحل 


ہد متصلة لكل س د [ | ۰ ۲ ] 


د(س) = مس + ۲ 
= . 3 [ ۱ ۰ ۲ ] 


/ ۳ . / 
د رزرس) = 2 من ۰ علدها : د ( من) جد . ۰ س 
کی ٠.٠‏ توجد نقطة حرجة للدالة هی : د(.) = 
> د(-۱) سے ۳ ۰ و(عم)- 
“۔ للدالة قيمة عظمى مطلقه = ۳ قيمة صغرى مطلقة - م 


] ۱ ۰۱ [ 


3 ہکا‎ TLL TTI 


RSET ESE SEER رج بجع‎ 
I IGE - ۱ 


د(.) = ا ۶ - با قيمة صغرى محلية 


أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د على الفترة المعطاة لكل مما يأتى : 





(۳۳) د ( س ) = ۲ س* - ہسں' + | 


(۳۰) د(س) = س"- ۹ [ ۰۰ ۲ ] 
الحأ الحأ 
۰ د(س) = س" ۹ »د متصلة لكل س 3 [ ۰۰ ۲ ] ٠.‏ د ( س ) = عبن س' + | ۰ د متصلة لكل س 2 ۰۱-1 ۱ ] 
E e‏ > عندما : دا س) = . “. من = . 3 [ ۰۰ ۲ ] اص ۸ من ۲ من دنس راس م رين 1 0 
“. توجد نقطة حرجة للدالة هى : د(.) - 4 > د( ) = | > عندما : دا(س) = . .ا س = + 3 [ اء١ا]‏ 

جو ی > سے - + 3 [-اء١|]‏ »س=. 53 [-اء١]‏ 
(۳۱) د (س ) = س "- ۱۲ س + [| [ -دط. ۵ ] “. توجد ثلاث نقط حرجة للدالة هى : د(- ل ) = لد »> د(2) = لد 
سے > در) دا ۰ در( = ۲ ۰ در ۲ 

> د متصلة لکل س د [ - ۳ ۰ ۵ ] “. للدالة قيمة عظمى مطلقة = ٢‏ ۱ قيمة صغرى مطلقة = “ 


> درس ) = سس ۱۳-۲ مس + ٦ا‏ 
0۹ 


اکم الشنتورى أحمد س_عع_ععععععع__۲ظ امد اتوہ 








۳ 


المتميز تلریاضیات احمد الشنتنورى التفاضل و التعامل ( ۳) نانوی 
(۳) د (س) = س (س۳- ۱۲ ) [ - ۱ ۰ ۶ ] بدرے )- د(. =د(.)=. *. الدالة د متصلة عند . س سے . 
/ نت د (. + اه )درز . 
الحأ ۱ ۱ ارت نیا ) : ۰( 
٭ د(رس) = بس (س' ‏ ۴| ) = مس ۴| س (۰ + ھ)'- ۳ (.+ھ)-. 
> د متصله لكل سس 2 [ | ۰ 2 ] هش 
پ دارس) = ۳ س' - ۱6 - ۳( س -۶) زس + ۲) = نها رھ ۳ ه ) = صفر 
> عندما : د رس) = . ببس -) و ۰۱-1 2 ] 
که - د(. + هش ) د(.) 
> سس < _ع © [ - | ١‏ 2 ] مرفوض .. توجد نقطة حرجة للدالة هی : ۰ در( ) = تیب 
د(ع) = لا > د(-۱) = لے دری) -٦ا‏ ۱ 7 ۱ (. + ه )۲-۲( .+ ACA‏ 
". للدالة قيمة عظمی مطلقه = 1! > قيمة صغری مطلقة = 1 3 ه ه.ا هه 
= نها(ه -۲) - عم 


(۳0) د (س) = (س -۱)(س داع" [1 0۰۰ ] 


/ 4+ 1 ہے 5 ۳۹ ۳ +« 
و 6 ۰ 3 ۰ الي" الداله قادله “شتقاة عند 9 = ۰ 
الحأ (. ) رد۰ ) غير قابله للاشتقاق : من 


٣ب‏ س' ۹ س عندما س < . 
“. د ( س ) = غير موجودة عندما ہس = ۰ 


۳ بن - ۲ عندما س > . 


۰ص ۱ من 1 )نت 0۲ = ين" وس' + ۸ س ے 


> د متصلة لكل س د [ . ۰ ۵ ] 
دا(رس) = طم س ازس + ۸ = ( ۳س -۲) (س -) 





بوطيع ع 3 ابجن) = . يكون. : 


رط 5 ۱ _ ؟ 
۳ ۲( ۳ ۴ اس = ۾ 3 ۰۰1 ۵ ] عندما : من < . فان : ۳ س' _ 3 س = ۳ س زس ] ) < . 
> س = ۲ 3 [ ٠ ] 0 ٠.‏ توجد نقطتان حرجتان للدالة هما : س = . 8 ]- م .. [ »> س = م #2 ]- مه . . [ مرفوضان 
د( )-- ¥ ۰ د(۲) <. ۰۰ 3() = ۰۶ ۵(3) = ۳1 عندما : س > . فان : ۲ س - ۲ 2 ۲ زس |) < . 
. للدالة قيمة عظمی مطلقة = جسم > قیمة صغرى مطلقة = - 5 س = ا ]۰۰1 هه [ “. للدالة نقط حرجة هی : 
د(۲) = | 6“ د(-۳) = -5م ۰ ۳(3) = ۳ 
۳ 1 ¥ جو ر جھ و مر بو 

بن" ۳ ين" عندما س < . . للدالة قيمة عظمی مطلقة د ۳ > قيمة صغری مطلقه = - 05 
((۳) درس ) دع ل [ - ۰۳ ۳ ] 

بن ب ]یبن عندما بن > . 
الحل 


٭ الدالة د متعددة التعریف مچالها 0 
٠‏ 


5-5 الشنتورى أحمد ااا احمد الشتوہی 





المتميز للرياضيات 


ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة المتصلة د الذى له الخواص المعطاة 


فى كل مما يأتى : 

۳۷) دری < ۳ ۰ د(ع) <. 
٠‏ دا(س) > . لكل س 3 بح 

الحل 

پ در ی = ۳ 

“. المنحنی يمر بالنقطه ر٤‏ ۰ ۳) 

دی <. 

. الممماس للمنحنى عند النقطة (2 ۰ ۳) أفقى 

CSM cS 

“. المنحنى محدب لأسفل لکل س 3 ل 


(۳۸) د(۴ ) = 0 


عندما : س < ۲ 


ہیں 


الح 

* د(" ) = 0 

“. المنحنى يمر بالنقطة (١؟‏ ۰ 0) 

. = ) د(۴‎ e 

. الممماس للمنحنى عند النقطة ( ۴ ۰ 0) أفقى 
3 س > : س < ۲ 

“. المنحنى محدب لأسفل فی ] - م ۰ ۲ [ 

5 ۰ و (س) < ۰ س > ۲ بن 


". المنحنى محدب لأعلى فى ] ۲ ۰ بب [ 


عندما ۰ 


٠ عندما‎ 





۵ 5 ۳ ۲ | 
اد التنلتوری 


۱ د(۲۳) = . ۱ د (س) > . 


4 د"(س) < . 


عندما : س > ۲ 


ص 





5 
احمد 


3 .. المنحنی متزايد على ] - ۳ ۰ ۳ [ 


f 
. > ) .“ل ( بسن‎ 6 








۳ 


تننتوری التفاضل و التكامل (۳)_ثانوی 


(۳۹) در ۳ ) < ۸ ۰ ((۰) < 2 ۰ 
> دا(س) > . عندما : بن < - ۳ ۰ 
وس <. 
> د (س) > . 

الحأ 

« رص سی 3( .)=5 

»> د( ۳ ) = . .٠‏ المنحنى يمر بالنقط 

ه(- ۳ + ۸) » (۰ ۶) » (۳ ۰ ۰) 

> دا( س) > . عندما : سس < - ۳٣‏ 


» عندما : مس > ۳ 


در ط) -. 
عندما : س > ۳ 
عندما ٠‏ س < . 


عندما ٠:‏ من < . 
*. المنحنى محدب لأسفل فى ] ۔ م ؛ ۰ [ 
و )< لكل ين >> 
“. المنحنى محدب لأعلى فی ] ۰۰ » [ 
ری د(۰) =۳ ۰ د(۲) عد(-۲) <. 
> د (س) < . عندما : - ۲ < بن < ۲ 
> د (س) < . عندما : س < . 
> د (س) > . 
الحأ 
” د(.) = ۳ “. المنحنى یمر بالنقطة (. ۰ ۳ ) 
06 3( ۴) = د( ۴) = . ۰ للمنحنى نقط حرجة عند س - م 1 
و عند هاتين النقطتين المماس // محور السينات 





حن = ۲ 


5 
احمد التننتومی 




















او ز للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 


بعض النقط الاضافية : ص 
بوضع : درس ) = 5 اين = . 

۰. < ) ۲ - رسن + ۲ )رس‎ ٠ 

مب مس < ہے ] و ببس < ٢٣‏ 

| فان : د(س) - ۳ 

| فان : د(س) < ۳ س 


> وا زس) < . عندما ٠‏ ۲ < بن << ۲ 
“. المنحنى متناقص على ]- ۲ ۰ ۲ [ 

> د (س) < . عندما: س < . 

. المنحنى محدب لأعلى فی ]- م ۰ ۰ [1 

> درس > . لکل س > . 


. المنحنى محدب لأسفل فى ] . » م [ 
> النقطة (. ۰ ۳ ) نقطة إنقلاب 


|| 
٦ 
5 
5 


|| 
٦ 
5 
5 





ارسم الشكل العام لکل من المنحنيات التالية مبیناً عليها القیم القصوى یع درس ) = بن" ع بن + سم 
المحلية و نقط الانقلاب ان وجدت ۰ 8 ند 
(اع) د( س) = ع - س" الدالة د كثيرة حدود مجالها .ج ۰ ليست زوجية و ليست فردية 





الحأ دزرس ) = س" - و س + ۳ 

الدالة د كثيرة حدود مجالها مه ؛ زوجية أى متمائلة حول محور الصادات و 001-7 ع = زس -) a‏ 

× داسن)- ع - مس" 087 ی »> د (س) = - ۲ للدالة نقط حرجة عندما : دا(س) = ۲۳(س -۲) - . 

للدالة نقط حرجة عندما : د (س) = - ٣س‏ - . ای عندما : س د ۲ ہ و تكون د متناقصة فى  ]‏ م ۰ ۲ [ 

ای عندما : س = . , و تکون د متزايدة فى ] - ب » ۰ [ : ٠‏ و متزايدة فى ] ۲ ۰ م 1 ۰ (۲ ۰ ۱) نقطة قيمة صغری محلية 
متناقصة فى ]۰ ۰ مه [ ۰ (. ۰ ) نقطة قيمة عظمی محلية > پا(رس) > . فى ]- مه ٠‏ ہہ [ و یکون المنحنی محدباً اعلی فى هذه الفترة 


۰ ۰ ٠ ۰ f 
: د (س) < . فى ]- مه ۰ هه [ و يكون المنحنى محدباً لأعلى فى هذه الفترة > لاحظ الجدول التالى‎ > 
حظ الجدول التالی : ع حطس‎ ٠ 


EOE‏ الات كك ا ++ ()-- | ةدر 
۴ 9 ۳ سس سس 
.ے.-ے بے د ۲۲۳۳۳۸ ۳ ۱۳۵5۲ 
سے تس مخ درس 
کو شسسشست 


















او ز للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ۱ التكامل ۳ ثانوى 


بعض النقط الاضافية : > النقطة  (‏ ۰۲۳ ع ) نقطة انقلاب . لاحظ الجدول التالی : 


بوضع : د(س) = سس" - 5 س + ۳ =. 

زس ۸ رس م - یا للا لس 
00 ِ ا++ن ۔۔ )+ + | سر:درس 
۳ ایس | | سره درس) | 












> عندما : سس = | فان : د(س) - | +0 سهر:درس 
+ عندما ٠.‏ بس = نط فان : د( س) = 7 5 7 
> عندما : بن = . فان : د( س ) = 
> عندما : س = ع فان : د(س) = 
۲ 
(٣ی)‏ د رس ) = س (س + ۳) سر 
۱ امن 000 کے عندما : س = ع فان : درس)ے 5 
الدالة د كثيرة حدود مجالها ل ٠‏ ليست زوجية و ليست فردیه + عندما ٠.‏ من = , فان : د ( س ) = 
د ( سس ) = س زس + ۳ ) = جن # 1بی ± اب 


/ 
د لرسن) = فين + اس' + 8 = ۳(س +۱)(س + ۳) 
۳ 


/ 
> د (س) = ٦۹س‏ + ]| = ۱( س + ۲ ) 

لد پچ د / 
للدالة نقط حرجة عندما : د (س) = ۳( س + )زس + ۳) = 


(22) در سس ) = 
انح 
الدالة د كثيرة حدود مجالها ح » ليست زوجية و ليست فردية 


١ 
سلب‎ 
0 
١ 
١ 
| 





× د (س) = ےپ سس  '‏ وين + لے 


ای عندما : س = | ۰ س ے - ۳ 

> و تکون د متناقصة فی ] | ۰ - ۳ [ سج E‏ = ( س + ۲)( س - ۲) .۰ درس ۲ مس 
> و متزايدة فى كل من : ] - م » - |[ ۰ ] - ۳ » هه [ .۰ للدالة نقط حرجة عندما : دا(س) زرس + )زس -۲۳) - 

٠ | -(‏ - 5 ) نقطة قيمة صغری محلية » ( - ۳ ۰ . ) نقطة قيمة عظمی محلية ای عندما : سس < ٣۲‏ » س د ۲ » و تکون د متناقصة فى ] ۲ ۰ ۲ [ 
ی ۲( من ۲ب ان لها و عن ديام مسر توا ۰ ۰۳۲ [ 

ارس < . فى ]- ۲-۰ [ ۰۲-۰ 3 ) نقطة قيمة عظمی محلية 

و يكون المنحنى محدباً اعلی فی هذه الفترة ٠‏ (۴ ۵-۰ ) نقطة قيمة صغرى محلية 

> د (س) > . فى ]- ۲ .م [ ۰ یں اش ع أى عندما : س = . 


و یکون المنحنی محدباً لأسفل فى هذه الفترة 
1۳ 
5 5 
احمد الشتتتورى _ _._«و, وس« اهمه النتتومی 





المتمیز تلریاضیات احمد 
7 1 7 ہے ۰ و موی عا 

> د (س) < . فى ] مه ۰ . [ و يكون المنحنى محدبا لاعلى فی هذه الفترة 
/ ۱ 0 اس 

٤‏ ك ( س ) > ۰ فى ] .< Jo‏ و يكون المنحنى محدبا لاسفل فى هده الفترة 


> النقطة (. ۰ 2) نقطة انقلاب . لاحظ الجدول التالی : ص 


OG GC‏ ۰-0« تس 
Se ©‏ ہہ و تتا 
سای( 

7۳۳۳۳۳۱ 7807, 


تحدب منحنی 












بعض النقط الاضافية : 

عندما : سس = ۳ فان : 

> عندما : من = ۳ فان : 
۰ 

(5:0) د ( س ) = ۲ س ٩-۳‏ س + )س - ۲ 

الحأ 


الدالة د كثيرة حدود مجالها ح » ليست زوجية و ليست فردية 

× د ( س ) = ۲ س' ۹ س' + ۴| سس - ۲ 

کد( ن ت میا ۸اس + ۴| د وس ب ع6( س بع) 
مارس) ے اس ۱۸ = ۴(1 س ۳) 

للدالة نقط حرجة عندما : دأ(س) = 1( س -ا)( س -۲) - 

؟ ٠و‏ تكون د متناقصة فى ] | ٠‏ ۲ [ 


.۰ 7 4 التفاضل . 









التحامل ( ۳ ) نانوی 


> و متزايدة فى ]- مه » ۱ [ ۰ ]؟ ۰ هم ل 

۰ ( ۰۱ ۳ ) نقطة قيمة عظمی محلية ۰ ( ۴ ۰ ۲) نقطة قيمة صغردی محلية 

۱ (۲ س - ۳ ) = 

فى  ]‏ مه ۰ ۶ [ و يكون المنحنی محدباً لاعلی فى هذه الفترة 
// 1 21 ٍ0 ہے 

> د (س) > . فى ] < ۰ [ و يكون المنحنی محدباً لاسفل فى هذه الفترة 

, النقطة ( 2 ۰ 2 ) نقطة انقلاب ٠‏ لاحظ الجدول التالی : 


o-0 FF Oo‏ لجا 
۳ 
ایس ]سل 

ا ك 


+ 


// 
> د (س) = أى عندما + س سے لد 


/ 
> د ( بس) < . 


س 












بعض النقط الاضافية : 
عندما ٠‏ من = , فان : د ( س ) = - ۲ 
+ عندما ٠‏ مس = لا فان : د( س) = 


(53) د(س) = م۵ + اس بن" 
الحل 


الدالة د كثيرة حدود مجالها مر » ليست زوجية و ليست فردية 


× د(س ) = = 0 + هين بس" 
ارس دم یس ل۳(س -۱)(س + |) 
رای سب وس 





المتمدز للرياضيات احمد الشنتنورى التفاضل و التعامل ( ما )_ثانوى 
للدالة نقط حرجة عندما : دارس)  -‏ ۳( س -۱)(س + |) =. الحل 

ای عندما : س = | » مس = | ۰ و تكون د متزايدة فى ] - ٠× [ ۱ ۰ ١‏ ص = لاس + ب س' + حابن + ء 

٠‏ و متناقصة فی ] - م  »‏ ۱ [ ۰ ۰۱۱ هه [ E‏ انا ورب سروم 

)1۰۰( للمنحنی قيمة عظمی محلية عند‎ ٠ نقطة قيمة صغرى محلية ۰ (۱ ۰ ۷) نقطة قيمة عظمی محلية‎ ) ۳۰۱۰ ( ٠ 

,درس ہے و -<. آی عنلما : س - . “. ص = ٦‏ عندما : س =. ء ے 1 


/ 


۳ 7 وغ عم * ۰ +« + ۰ 
> د (رس) > . فى  ]‏ م ۰ . [ و يكون المنحنی محدبا لاسفل فى هذه الفترة ٠‏ ص = عندما ۰ ہس = , ہہ جح نت 

ا 5 یي ۽ ۳ 5 5 ® ۰ + + بر بو 3 نر ھ و ۳ + 9 ۹ 
> د (ر(سن) < . فى ]۰.۰ [ و يكون المنحنى محدبا لاعلى فى هذه الفترة ٠‏ “ للمنحنى قيمة صغری محليه عند (| ۰ 0) ہہ ص = 0 عندما ٠‏ من = , 












77 9 او ۶ + ب + 7= و م + = | 0 
/ 
م ص = . ڈیا سوہ سے 0 
کر اکھت ET‏ ۳ 7 1 ع E‏ 0( 
SEE E‏ بضرب (1) × (- ۲) و جمعها مع (۲) ينتج : ( = ۲ 
با ا ا 8 بالتعويض فی (۱) ينتج : ب = - م 


“. ص = ٢‏ س' ۔ ھپس' + 1 

ص' - 13 سن ۹ س = 1 س ( س ا) 
> ص“ = ١١س‏ - 1 =1 (۴ س -۱) 

١ >‏ للمنحنى قيمة عظمى محلية عند (. » )١‏ 


> قيمة صغری محلية عند (| » 0) 
”. المنحنی متزاید فی ] ۰۰ ۱ [ ۰ و متناقص فی  ]‏ هه ۰ [ < ۱ ۰۱ همه [ 


9 0:ە/ 


تحدب 


+ 2 
ايف 
+ 





بعض النقط الاضافية : 8 


كذمها ۰ - فا۸ ٠.‏ - 1 // 
۽ ند : من ٢‏ ایی ۰ د ( سں ) و بوصع : ص = . ٦٦ ٠‏ س -) = و ۰ بسن = ے 
> عندما : سس = - ۲ فان : درس) - ۷ / ۱ ۱ وق 4 وك به 
> ص < . فى  ]‏ مه ۰ < [ و يكون المنحنی محدبا لاعلی فى هذه الفترة 
5 0 ¥ ا / # و ۵ 1 3 ۳ 0 + 
(2V)‏ عين شیم , 4 با 4 كد 4 ۶ للمنحنى ' 4 ص > . فى ] سح co‏ [ و يكون المنحنى محديا لاسفل فى هده الفترة 
سب تابن" سل نے مب سل كه بسن 4+ 7 بحیث تکون له قيمة 1 النقطة 2١‏ 6 ع نقطة انقلاب 3 لاحظ الجدول التالی : 


عظمی محلية عند (. ۰ ۱) و قيمة صغرى محلية عند (۱ ۰ 0) 


ثم آرسم المنحنی 


10 


احمد الشتتتورى احمد الشتتورى 









ا 


المتمیز تلریاضیات 










۳2۳۲۵۳۳0۳۲07 
جس IEE O‏ 
کے سا 
الك :00000 


تحدب 
سے سے لت اک 


کا تب ای 
نقطة ا 

انقلاب عطي 

بعض النقط الاضافية : 

» عندما ٠.‏ سس - ۲ فان : ص = .ا 

> عندما : سس = | فان : ص - | 


(۶۸) سك طوله .۲ متراً یراد تشكيله على هيئة مستطيل 
ما هى أبعاد المستطيل التى تجعل المساحة أكبر ما يمكن ؟ 


الحأ 
نفرض أن : بعدى المستطيل هما : س » ص متر » ۰ طول السلك = .۴ متراً 
محيط المستطيل = ۲ س + ۲ ص = .۲ أحمد التتنتورى 
و منها : ص = .| - من 00 3 
٭ مساحة المستطيل = د( من) = س ص بی 
= س (.! س ) = .اس - ہں' 
درس - | ۲ من اء ٩‏ ی = ۲ 


لاسن = عندما : .| - ۲ س = . آی عندما : س = م 
اختبار المشتقة الثانية + ٠٠‏ د(۵ ) = ع <. 

- 0 تكون مساحة المستطيل أكبر ما يمكن 

> من )١(‏ ينتج : ص = م .. بعدی المستطيل هما : 0 ۰ 0 متر 


3 عند ما 4 سے گا 


. ی التفاضل‎ i Î 









التحامل ( ۳ ) نانوی 


(29) فى الشکل المقابل : 
( ب حاء مستطیل 
(۲) أثبت أن : 





الشكل ه وزع 
متوازى اضلاع مساحته 
م = ٢‏ س' ۔ ٦‏ 1س + .1 
(ب) أوجد أصغر قيمة ممكنة للمساحة م 
الحأ 
من هندسة الشکل نجد : مثيم = .۷ - س »۽ زک = س 
۰ مب = .| وحدة طول . به = 1 وحدة طول 
86 مث ه < ۸ < وز 2 E‏ كت و 
> ۸ بهاو = ۸ ء زح . هاو = زا 


*. عندما : الشكل ه وز ع متوازى أضلاع 
(أم) *" مساحة متوازى الأضلاع ه وز ع = يم = مساحة المستطيل ۲ب حاء ‏ 
؟ مساحة ۸ مي ها ۲ مساحة ۸ ب هاو 
.*. مساحة متوازى الأضلاع ه وز عم = .| × ٩‏ 
۔- ۲ x‏ ج ين × (.| - ين ) ٣‏ + ين ۷«( اين ) 
“. مساحة متوازی الأضلاع ه وزع = ج = ۲ مس" - ٦1‏ اس + .1 
٠‏ د (س) = ٢‏ س'- ٦1‏ اس + .1 
(پ ) ٠‏ مساحة متوازى الأضلاع ه وز عم حم = 
درس ) = ۲ س" -1إسن + 1 


> د كثيرة حدود فهى متصلة لکل س د ل 


/ 
د رسن) = وس" -(۱س = 5 بن ابن 5) 
+« 1ی 1 
٠د‏ ( س ) = ۸ بن [| > للدالة نقط حرجة عندما : د (س) = 
ای عندما : س = و » بن - مرفوض 


5 
احمد التننتومی 








۳ 


المت ۱ للرياضيات أحمد نتوی التفاضل ۱ التکامل ۳ ثانوى 
> باستخدام اختبار المشتقة الثانية نجد : عندما : س = 5 (0۱) أوجد ارتفاع اسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل كرة مفرغة 
ho,‏ ۱ 3 3 اه 7 5 , 
يكون : د( .) = 1| > . ...د(1 ) = ۴۸ قيمة صغرى محلية طول نصف قطرها من الداخل .1 سم ء عندما تكون المساحة 
٠‏ أصغر قيمة ممكنة للمساحة م د ۲۸ وحدة مریعة الجانبية زره صو انة أكبر ما یمکر' 


الحأ 

بفرض أن طول نصف قطر الاسطوانة = بس 

٤‏ ارتفاع الاسطوانة = ص 

من هندسة الشكل نجد : ص" = ..ع-۔ وس" 


+ ص حر .ع - سآ = (..ء اس" ) )1( 
> .۰ المساحة الجتنبية للاسطوانة = ۲ 7 بن ص 


(.0) قطعة من الورق على شکل قطاع دانری طول 
نصف قطر دائرته 10 سم طويت لتشکل سطح 0 
مخروط دائری قائم ارتفاعه ع سم بين أن 
حجم المخروط ع سم" يعطى بالعلاقة : رأ 


CE-fro) ER} = 6 


ثم أوجد أكبر حجم ممكن لهذا المخروط 
الحل 


من هندسة الشکل نجد : اشن" = ۳۳0 - ع" 
۰ حجم المخروط = ع = ال ۲ ف'اع 
:. حجم المخروط یعطی من العلاقة : ع  -‏ 7 ع (۲۳۵ اع" ) 

دباع ے درھی = عع زوم (CE‏ <ط ۶6۲۳۵۲ دع ) 





ماهم 


- 


". المساحة الجتنبية لاسطوانة = د(س) = ۲ 7 س .2 - س" 1 


؟ 7 (2.۰ 5 + 7 مس ( 2.۰ O‏ سخ 


/ 
اڈ ۔ ( س ) 


1 


= 7 (2.۰ - سا  )‏ وك سا ب س؟) 





۱ 


= £ 71( - سص') ' (مس" ..]) 
- ع رر سئآ (س + ۲۳۷۲ رس - ۲۳۳۷۷۲ ) 
س ۰ عندما : من < س »ما ۲ مرفوض ۰ مس = »ام ۲ 


0 ۰ ۱ ۳ 7 ۰ ۳ يمد ع 
٭ ارول = 2 رمم د سع) باروں)۔ مجع > من اختبار المشتقة الأولى للتزايد حب 
0 ۱ ۰ 0 و التناقص كما بالجدول نجد : ےت 777 
۲ “ د رش.) . ند ما : ۳۳۵ _- ا 2 سے ای عثدما - 2 = Lo‏ ۳ ثدما ٤‏ سی - 1 2 إشارة د ( س ) 





> باستخدام اختبار المشتقة الثائية نجد : عندما : 6 = ۳۷۵ يكون : يكون طول طول نصف قطر اسطوانة ام ا1 | سلوك درس) 
ا رد ۲ 
د ( لور ) = - 7۱0۰ < . .د( ۳۸۵  )‏ ۳۱۸۲۵۰ 7 قيمة عظمی محلیه اکیر ما يمكن > من )١(‏ ينتج : ص = ارتفاع الاسطوانه = ٢٢٠‏ سح 
“. أكبر حجم ممكن للمخروط = ۳۸۲۵.۰ 7 سم" ۱ ۱ 
(00) أثبت أنه لجميع قيم س د بح تتحقق المتباينة : 
س 5 ۱ 


وين' + ب < ,اب 





حيث : ( > . . ب > . 















ندنه ی التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوى 
الحأ الحل 
تقرض أن : د(س) = ہے = س ( سس + ب )| زار ےی الاول هی وج رہ 
۱ ۱ "۳ ۱ معادلة المنحنى الثانى هی : 5 ص - س' بالتربيع ينتج : 11 ص" = س؛ 
. د (س) = ( مس + ب ) ۔ س رس" + ب ) (۲۲س) بالتعویض فى معادلة المنحنی الأول ينتج : ۱ × 5 س = مس" 
= ( ۴س + ب ) "(اس" + ب - ٣سا‏ ) و متها : سن( سن" -۔8٦)‏ باس . اه سدع 
رس +ب ) رب - سا ) ۲س وا ۷ ۰ = (2 ۰ ) 
اد رس) ح -ع رس + ب ) ڈو اس ) ( ۲سا + )| :+ النقطة ‏ تفع على العلحنی : سس = 5 س ء احدائیها السیلی ۲ 
ےب ہی رای ۱۳۳ص سوا Co‏ 7 سے ۸ ومنها: ص = ۳,۲ ۰ ۰۲(۲ (Tlr‏ 
ET‏ سس عندما + بی _ ۶ حيث م( > 1 ٭ النقطة ب (بس ويض پرس پر ہے ری 
7 ماب گر . ص سے د بى' آی أن : ب زس . ±+ س') 
°( > د( س ) قيمة عظمى 1 ۱ 
¬ 
ت کہ . مساحه ب = ل |م ۴۲ ]ا - ل 2 . 
دی CF‏ ۱ ۸ و دب 6 + اح س ۲,۲ بن | 
ما م يارت + ب ؟بعام  ٣‏ ااب من ۽ س | 
. مساحة ۸ پې = د - ما ۲ لل أن ١‏ 
یج سب لجميع قيم س 5 م) حيث : ( > . 2 ب > 0 7 00 84 
سن : اس اس > د (س) = اج 
(0۳) لتكن ح نقطة تقاطع المنحنيين : "دا (س) = . عندما : ۴٣‏ - ل س = 
۲ ۲ 
TEE‏ رس ہے رن ۱ CTL)‏ ج < . قيمة 
7 سے هس > ایا نی 6 . a a‏ وو و بيجا 
النقطه ب (س .ص ) تقع على بن = ع ۲ = ۲ وحدة مربعة 
المنحنى : 5 ص = بس" بين النقطتين 
وء حا 2 أوجد أكبر مساحة للمثلث و م ب 








۳ 


ازم ز للرياضيات ا نلو ری التفاضل ۱ التکامل ۳ ) نانوی 
(0۶) خزان مغطی للمیاه مکون من متوازی مستطیلات قاعدته مربعة حل تمارين اخنبار تراکمی صفحة ۳ بالكتاب المدرسى 
الشكل طول ضلعها ۲ سس ۰ و ارتفاعه س ء يعلوه اسطوانة الشكل المقابل منحنى دأ( س) للدالة د ۰ أكمل 
0 5 ¥ بن د 1 ۰ 
دانریه قانمه طول قطرها ۲ س . و ارتفاعها ص . ادا كان 9 ۱ ۱ با ۱ 
٦ 7‏ مکسا فا ۷ ۹ (() منحنی د محدب لاعلی عندما : 
حجم الخزان الكلى ۲۷ مترا با فاحسب قيمة س التى تجعل بن 3 .... 
مساحة الخزان السطحية أقل ما يمكن (ب ) منحنى د له نقطة انقلاب عند : 


ہت س دك 
حجم الخزان الکلی 801 (ح) إذا کان : دأ( )١‏ = دا (0) = . 
7 ٢٣س‏ ×٢س‏ × ين +7 س ص = ۲۷ فإنه يوجد للدالة د قيمة عظمى س 


وس"'+ 7 س'ص = ۲۷ 


۳ 





نت 
3 محلیه عند ٠‏ سس = ... 
۱ (۶) د متناقصه لكل س د 





17 س' الحل 
> .۰ مساحة الخزان السطحية = ع × ۲ س × س + ۲ × وس' + 7۲ ين صن ى (م) ۰ درس <. عندما : س 3 ] م ۰ ص [ 
۳ 1 
< ات از الخزان 1 لحية = د زس ) = ۱۹س + ع 7 س × ۷ ع ٠‏ اجى د محذب لاعلى عندما ٠‏ بن ہ٢٢۲‏ ص [ 
۳ ۳ ۳ ۳ ۱ رب) ۴ د رس) < . عندما : س 3 ] ؟ ۰ »م [ 
= 1 س + 03 س - ۸س -< ۸ بن + 053 س . مٹحڈ ١‏ : ۰ 
5 " منحنی د محدب لاعلى عندما : من 3 ] ۲ ۰ ص [ 
د (س) = لاس 05 سن ' ۰ د(س) = ۱+ ۰۸ س ۰ رس ۱ عندما : سن 3 ]- م ۲ [ 
3 5 ۳ 
> د( س) = . عندما : (۱س - و۵ س ۲ < . . منحنی د محدب لاسفل عندما : سن 2 ]- هه ۰ ۲ [ 
“. منحنى د له نقطة انقلاب عند : س - ۲ 
۶ 5 ۲ - ۲ ۳ ۳۹ ۰ 8 بت ۲۰۰ 
ای عندما ۰ - ۲ من ( ۸ س ہہ ۲۷ ) = ۰ و منها : س = ج (ح) ۰۰( -. ۰ منحنی د محدب لأعلى عندما : بن 23 ] ۲ ۰ هه [ 
7 با لے ۰ 7 ہے" 
< د (2) 2۸ >. قیمھ4 صغرى + يوجد للدالة د قيمة عظمى عند : ہس - 0 
7 مھ 7 ہو ۶ ى٠٠‏ :000 3 ۰ 
۰ قيمة مس التى مساحة الخزان السطحية أقل ما يمكن هى : 3 متر (ء) ۰ د ( 0) = . 4 منحنى د مجدب علی عندما : س2 ] ۲ مه [ 


۰ د(- = . ۰ منحنی د محدب لأسفل عندما : س 2 ]اص 2 ۲ [ 
,۰ د متناقصه لكل س د - هه : !ا [ ۰ 1 Jo < o‏ 


1۹ 



























المتمرز تلریاضیات 


(۲) إذا كان : دا (س) = 


(() أبحث وجود قيمة قصوى للدالة د مبيناً نوعها إن وجدت 
(ب ) حدد فترات تزايد و تناقص الدالة د عندما : 


۰ ۲ - = ۶ 


اب + ب حیث : ۸ < . 


ب < م0 


الحل 


(|) ۰ دآرس) = مس + ب حيث : ( < . 
. د (س) = ۲ حیث : ۲ < . 7 
نج ی عندما ٠‏ س جو ج 


:. للدالة د قيمة عظمی محلية عندما : س = حر 
/ 


٠ عندما‎ 


_ 
9 


ام لي -م 
KO‏ 


/ 
> د (س) = . 


في" د ( سں ) متزايدة على 


]- ه > + [ . و متناقصة 


على ۲ ےہ [ یب "سم سلوك درس 
(۳) حدد النقط الحرجه و فترات التزاید و التناقص للدالة د 
حیث : د(س) = 


70۲-۳۳ 
الحل 
۰د(س) = ااس'- 1 


/ 
ہہ ك ( س ) = 





= (رس' -۱) "۰ د متصلة لكل س 3 بح 


کی ٤‏ س 
٠ 7‏ سم اس'۔ 








رس -۱) 


/ 
٠6‏ د (بس) = . عندما ۰ ہس = . 









نتوی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
»د (س) غير معرفة عند : بس = | 
ببحث إشارة دا ی فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 
TOE O OT‏ سر 
ھت سے شس ہیس کے 
ےل ی ی سلوك درس 









. النقط الحرجة للدالة د هی : (- | ۰ .)لم ا 
> د متناقصة على  ]‏ هه ۰ - | [ <[ ۰ ۱ [ 


> متزايدة على  ]‏ | ۰ 1۰ ۰ ]۰۱ هه [ 


م 

(۶) إذا كان : د«س ) = ہس“ ٩‏ سس" + ۱۲۳ س ء ابحث وجود نقط 
حرجة للدالة د و حدد فترات التحدب إلى أعلى و فترات التحدب إلى 
أسفل و نقط الاتقلاب إن وجدت ثم ارسم شکلاً عاماً لمنحنی د 

الحل 

الدالة د كثيرة حدود مجالها 62 » ليست زوجية و ليست فردية 





٭ د(س) = س'۔ ٦‏ س' + ۱۳ مى 

۳ رس - 0 

37س -۲) 

ا ا 
ا ا 
TO +‏ 


ی ۳ س" - ١١س‏ + ۱۳ - 
ہی ۔ ٦س‏ - ]| = 
للدالة نقط حرجة عندما : 
ای عندما : س د ۲ 

أى أن النقطة الحرجة للدالة 


هی : ( ۲ ۰ ۸ 

ںےم اس | سود درس _ 
> و لا توجد نقط لقیم عظمی إشارة د ( مس ) 
أو صفری محلية 


4 سح 


عندما : س = ۲ 


المتميز للرياضيات أحمد التتنتورى 
> درس <. فى ]- ۰ ۳ [ )٦(‏ إذا كانت : 
و يكون المنحنی محدباً لاعلی فى هذه الفترة 

٠د‏ (س) > . فى ]؟ ۰ [ د ( سں ) 


و يكون المنحنى محدباً لأسفل فى هذه الفترة 
> النقطة (١؟‏ ۰ ۸ ) نقطة انقلاب 
بعض النقط الاضافية : 


عندما : س = . فان : د(س) < . 
عندما : س =| فان : د( س )= ۷ الحا 





(0) ارسم شکلاً عاماً لمنحنی الدالة د حيث : ص = د(س) 
إذا كان : د متصلة و مجالها ] - 21 0 [ ۰ 
درا ) = د(۳ ) =. ۰ د()) غير موجودة 
درس > . عندما ۰ س < ۲ ۱ درس <. 
عندما ٠‏ س > ۲ > (س) > . عندما : سن 4 ۲ 
الحل 
"درا۱) <د(۳) -. 
6 د ؟ ) غير موجودة 
۰۳ لا يوجد مماس للدالة عند : 





“. المنحنى يمر بالنقطتين : (. )١ ٠‏ ۰ (۰۰ ۳) 

س = ٢‏ > د( 
/ 

> " د (س) > . عندما : س < ۲ 

“. المنحنی متزاید على ]  -‏ ۰ ۲ |[ 

۱ ایس جح عندما ٠٠‏ س > ۲ 

. المنحنى متناقص على ] ۲ ۰ ید [ 
/ 

6 “د (رس) > . عندما : من نج ۲ 


“. المنحنى محدب لأسفل فى ]- ۰۱ 0 [ -(؟) 


ہیں 





۷۱ 


ا 


ا 


'.' الدالة د قابلة للاشتقاق على .ح 
تھ 
و الدالة د متصلة عند : بس =| 
۰ ۲ + ۲ + ب 
1 55 / ۳ 
ظ »" د( ۱ )ع درا ) 
م ے ‏ ۳ 


۱ = ) د ( سں‎ ٠ 


نت 
> د ( س ) = 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


د قابلة للاشتقاق على م 4 
عندما س > | 


۳٣س‏ ب ہں' عندما س < | 


(() أوجد قيم الثابتین ۲ ۰ ب ۱ 
(ب ) حدد فترات التحدب لاعلی و التحدب لاسفل 
و نقط الانقلاب إن وجدت 


“. الدالة د متصلة على حٌٗ 
»درا ) ع درا" ) -درا) 
و منها : م < - ب () 
. ع5 + ۲ - ۳ - ۲ 

۳ = بالتعویض فى (ا) ينتج : ب‎ ٠ 


۳ بی" _ ۳ بس + ۳ عندما بن > | 


= م | 


۳ چ 
۳ ں ب س عندما س < | 
عندما س > | 


۳ مس عندما س < | 
1 / 
٦ ۲‏ ا سےا 
هه سے . 
٤ 5‏ (۱ + ھ ) - ١-۳‏ 
الح جك ص > ۲ 


هه ڪا 
CDR ADE :‏ 


۴۳ ۲( ۱ + ها)- | 


ھے سے .۰ 
عم 2 75 


له ه. 


5-5 الشنتورى أحمد ااا اعمه اقننتمی 









المتميز للرياضيات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 


درا درا الدالة غير قابلة للاشتقاق عند : س = إ 7777 
E‏ ح 0 0 ا 119 
// 
نکی .ا کر رود مس لحاس | سو برس 
۳ عندما س < | ,۰ عند بن السام 0ی02 


۰ Mo, 

ببحث إشارة د (س) فى كل [ را) »| مس (۸) يبين الشكل المقابل منحنی الدالة 
فترة كما بالجدول المقایل نجد : # شارة 

م 60 < | اشارة د سل د 2 و المستقيم ل » إذا كان 


الداله محدب لا سے : - ہے- 
٦‏ 5 ۾ بح یوازی محور الصادات 


]= هه 1 6 
3 ۱ 3 و یقطع الجزء الموجب لمحور 








> محدب لأسفل فى ] | . م [ .۰ و لا توجد نقط انقلاب 
35 0 ۱ ۱ السينات » و المستقيم ل » و 
(۷) من مجموعه كل الازواج المرتبه (س »ص ) للاعداد الصحيحة منحنى د فى النقط ب ء ح › 


غير السالبة و التی مجموع مسقطیها 0 › آوجد الزوج المرتب ء على الترتیب » فاوجد س 
الذی یجعل حاصل ضرب مربع المسقط الأول و مکعب المسقط احداثی النقطه ب التی تجعل 





الثانی آکبر ما يمكن ح ء آکبر ما یمکن 
الحأ الحأ 
×× بن + ص = ۵ 2 م دن اسن (١)‏ ۰" باح // محور الصادات 2» ب تقع على محور السینات ۰ ح تقع على المستقيم 


ل > ء تقع على منحنی الدالة د 


ا ۳ ١‏ 0 ۳ ۳ 
ہے حاصل صرب د المسقط الا 2 مكعب المسقط الثائے ‏ × ص 2 ے 5 8 


. حاصل ضرب مربع المسقط الأول × مكعب المسقط الثانی = د(رس) 


۱ 
= من" 69 سی“ > ء ( س ۱۰ + 2 س ابن ) 


ی و روس ا اوس 1اد حم تو س جب ےھ اون ےھ نت < 2 مي شی 
= س ( ۵ - س )ٴ ( ۴-١١‏ س - ٣س‏ ) #دارس)- چ دعس ۰ دا(رس) = - ۲ 
= مس ( ۵ سس ) اد س) > (س) =. علندما: من = چ ١‏ د(ج)=-۴<. 

> ا زس) =. عندما : سن =. .6 س جع » س < 0 ". عندما : س = ل تكون : حء أكبر ما يمكن .. احداثی ب هی : ( + ۰ . ) 


7 # ٴ4 
ببحث إشارة د (س ) فى كل فترة كما بالجدول التالى نجد : 








ات 


اجابة أسئلة الاختبارات الخاصه بالوحدة 


الاختبار الاول 
[۱] اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 


(۳) منحنی الدالة د حيث د (س) = بن" ۳س + ۲ 
محدب لاعلی عندما س 3 
(() ]| - هه » ۰ [ 
(ح) ]۱ ۰ ۳ [ 
الحأ 
د(س) = س '۔ سس + ۲ 
۰ د (س) = ۹ س 1 =1 رس )١-‏ 
> د (س) = . عندما : بس = | 
بیعث افارۃىا(ص) و ص[ س 
نوی EET E‏ 
تد معدب سے 
فی ]- م ۰ ۱ [ 
[5] (() حدد فترات التزاید و التناقص للدالة د حيث 
درں) = . < بن < ]17 


ب ]- ۰ 1۱ 
(۶) [ ۱ ۰ [ 


/ 
د(س) = اس 8 س 


س + ای سم 
الحأ 
٭' د(س) = س + ۲ خاس 
بوضع د (س) = . 
7 022۸ عدن ب - 


/ 
ببحث إشارة د ( سى) كما يلى : 


/ 
. د (مى) = | + ۲ حتاس 
يكون : حتاس  -‏ < 


1 4 
e 7‏ سں = مب با[ 









احمد التننتورى التفاضل و التكامل ( " ) ثانوى 


+ 6" 2 ]۰۰ 22 [ يون : 
ا 
فا(رس) = ۱ ٢+‏ حتا 7 - | > . .اد متزايدة على ] ۰۰ 7 [ 


: يكون‎ [ 72۶ ۰7  ] 2 7 


سی عندما ٠‏ س س 


۽ ." عندما ٠.‏ س = 
/ 34 ع ركو لله 

د ( س ) = | + ۲ حتا]7F  -‏ |< . “. د متناقصة على ] + 7 ۰ [x‏ 

+ع د ] 7*۶ ۰ 7۲۲ [ يكون : 


. د متزايدة على ] 7 ۰ 7۲ [ 


۵ ۷ عند ما : سے گا = 


/ 
د (س) = ۱ + ۲ حتا 7 = | > . 





تس لجرت سس 
ب ۲۳5/۳۱۳ 
۲ ا - اس سلوك درس 


> ] 7 ۰ 17۲ ۰ متناقصة على ] 1۲ ۰ 4 7 [ 


(ب) رسم مستطیل بحیث يقع رأسان 
ص = بس" - ۱۳ و الرأسان 
الآخران على المنحنی : 

ص = ۱۲۳ - س" أحسب 
أكبر مساحة لهذا المستطيل سن 
الحأ 

بفرض أن : ۲ء = ۲ س وحدة طول 
و من هندسة الشكل نجد : 
( س › س" - ۴| ) › 


۲ 


ب ( س ۱٢۲١‏ - س ) 











الاختبار الثانى 


۰( ب - ۱۳ اين ابن + ۴| = ۳۶ ۲۰ س' 
0 اختر الاجابه الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 


“. مساحة المستطیل م = مء × اب سس ۲-۳۶ سل ) 


ای أن : م = د(س) = 2۸ س - ع مس" (۳) أكبر قيمة للمقدار : ۸ س - بسن" حيث س 3 ل هی . 
> دا (س) = 2۸ - ۱۴ بسن" = ۱۳ ومن" ع ) دک(رس) = ےم س ۰( ۸ (ب) ٦ا‏ (ح) ۳۲ (ع) 35 
عند د (س) = . .ا من = ٢‏ ۰ س = ۴ مرفوض 

ری = مع < . .. عند بس د ع تكون المساحة أكبر ما يمكن بفرض أن :د (س) = م س۔ س' دا (س) = ۲-۸ سس 
“. م 2 ۶۸ء ۷ ۶-۲ ×۸ - 35 وحدة مربعة ار = - ۲ عندما : د (س) = . فان : س - 5 


[0] (ب) ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة د (Da‏ => اہ عند مس = 2 يكون للمقدار أكبر قيمة 
الذی يحقق الخواص التالية : 3 . أكبر قيمة للمقدار = دری) = عمط ۱۱ = ٦ا‏ 
د(۱) = د(۵)=. ۰ <)۲(٩‏ - ۳ . ۳۹ (ب) أوجد القيم القصوى للدالة د فى الفترة [ - ۰۱ ]١‏ 
1 / ۱ 
د (س) < . لكل س عو . . د(بسر) < . حيث : د(س) = ٣‏ س ٦+‏ ٦5س'‏ + 0 


لكل ہس < ۲ كت داس) > . لكل ہس > ۲ 





تو وا دی 


2" + ۲٣اس‏ = سس (س + ۲ ) نضع :د (س) = . 
.> من = . 3 [-۱۰۱] ۰ س = ۲ ۰۱-1 ۱] ۰" مرفوض " 
.در = 0 در-ا) = ٩‏ ۰ درا) = 

. القيمة العظمی المطلقة = ۳| .۰ القيمة الصغری المطلقة = 0 


الحأ 

““ درا) =3( 0)= ۰۰د( ۴)= اسم 
“. المنحنى یمر بالنقط (| ٠‏ .) ۰ 
رما <F)‏ -۳) 

پر سے لكل مس + . 

. المنحنى محدب لأعلى فی 

۲ - ه » ۲ [ ۰ ]۲ ۰ »ه ل 

3 ای حم لكل مس < ۲ .۰ د رئ > . لكل مس > ۲ 
۰ (۲ ۰ ۳ ) نقطة صغری محلية 

> د (سس) متناقصة على  ]‏ ۰ ۲ [ .۰ د(س) متزايدة على ] ۲ ۰ [ اد 

(۱) ۰" الدالة د متعددة التعریف مجالها م 
۷ 


]ين +س' عندما س < . 
۲ گا“ ۰ سے 
[5] () ادا كانت : د (مس) ]ين ين" عندما س > . 


آوجد : (ا) القیم العظمی و الصغری المحلية للدلة د 





أ ۰ التفاضل و التكامل ( ا ) ثانوی 








۳ 


۳۹ 
المتميز للریاضیات أحمد الشنتورى التفاضل و التكامل (۳)_ثانوی 
>3( .)=3( . )=3(.)=. [0] (ب) إذا كان للدالة د حيث د(س) = س + م س + ب بن 
“. الدالة د متصلة عند : سس = . نقطة إنقلاب عند (۲ ۰ ۲) فأوجد قيمتى الثابتين ۲ . ب 
ا نیپ 0-02( ثم إرسم الشكل العام لمنحنى الدالة 
۰7 الحأ 


۱ 
ے ۲( ۰ + ه )+( .۰+ هش ) -. 
ت ا سا( ۳(" / 

وس 5 ٠.‏ د(س) حابن وين + ب بن دا(ہں = ۳ بين +ع یں + ب 
نها رھ + ۲ ) - ۲ > د"سی) ۹ س + > ۰۰ (۰۲ ۲) نقطة إنقلاب للدالة 
نه ےم f1‏ 
د (۲) = . ۳ ۱۲ PF+‏ < , و منها : م = 1 

المنحنى للدالة يمر بالنقطة  )۲ ۰ ٢(‏ .درم۳ = ۲ 


زس 
“.8 ۲ + ۲ ب دم و منها : ب = ۹ 


د(. + هھ )-د(.) 
الك ا کہ 


٠ ١ 60‏ ) = نھ 
5 ۱ 0 8 3 


27 


د(س) = سب ٦-‏ بن ٩+‏ س 


جج وب ۲ کت دا (س) = ۳ س'_ ۴اس + و = مس _ ۳)(س -1) 
۱ ۰ ماج وس ۴| = ورس -م) 





۱ 1 + 7 ۳ 
م د( دد( حم ۱ ۱ 
م + ۴ مس عندها مس < عندما : د (س) = . فان : من = ۳ ۰ ہس ح | 

و تکون الدالة متزايدة فى ] ۳ ۰ م [ ٠‏ وفی ] - ۰ ۱ [ 


۳ ۲ من عندما س > . 
و متناقصة فی ]۱ ۰ ۳ [ 


۰ ۲ + ۲ س =. عندما س < . و منها : من - ۱ 

6 ۲ - ۲ ببس =. . عندما س > . و منها : من = | > ( ۰۱ 2 ) نقطة قيمة عظمی محلية ۰ (۳ ۰ .) نقطة قيمة صغری محلية 
558 // ۰ 

*. ( ۰۱ ۱) ۰ ۰۱-۱ ۱) نقطتان حرجتان من الجدول التالی : » عندما : د (س) = . فان : بس حام 


727 ۰ ۷ (س) < . فی ] - هه 1۳۰ یکون مر سے ای نے هذه ا 
- - ن) + +( - إشرة درس > د (س) > . فى ] ۰۲ [ يكون المنحنی محدب لأسفل فى هذه الفترة 
ی زاا روا | سلوك درس ؛ النقطة ( ۴ 6٠‏ ) نقطة إنقلاب 


> احظ الجدول التالی : 





د(۱)< | قيمة عظمی محلية ء د(- | )= - !| قيمة صغری محلية 





ا 





5 
المتمرز تلریاضیات 









(o‏ ') (0) -« سس 
قح  ..‏ ۳۳ 
رت | 
اا سلة 


30 
بعض النقط الاضافية : 


عندما : سس = 5 فان : درس ) < 5 





منحنی الدالة د محدب لاعلی لكل س دح ۱ ۶ ) 
ای على : ] 5 .م [ ]  -‏ ۰ 5 [ و لا توجد نقط انقلاب 






۳۱ (ب) آوجد القیم القصوی المطلقة للدالة د حيث 


۱ د (س) = سس* ‏ ء سس ' على الفترة [ ۰ ۰ ۶ ] 
الحأ 





٭ د(س) = س وس" 

1 د (س) = ع س" - ۱۳ س' = ع س"( س ۳۳ ) 
نضع :د (س) = . *. مس = . 3 [ ۰۰ 2 ] 

> س = سپ د [ .۰ ] 


الاختبار الثالث 
[؟] (ب) اذا كانت د (مس) = اس - ١‏ )' فاوجد فترات التحدب إلى 


00 5 5 00 ۲ و د (۰) = ۰ > (٩‏ ۳) = — ۲۷ ۰ د( ۶) = ۰ 
اعلی و إلى أسفل و نقط الانقلاب ( إن وجدت ) لمنحنى الدالة د .٠‏ القيمة العظمى المطلقة = صفر  ٠»‏ القيمة الصغرى المطلقة = - ۲۷ 
الحأ 
۰" درس = ارس - ٤‏ = (منى ‏ ع) ۰ د متصلة لكل س د ح [0] (ب) ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة المتصلة د الذى له الخواص 
۳ پر / / 
د (س) = چ رس - )7 - س بلس التالية : در.) = ۳ ۰ د(])- د(-۲)< . ۰ 


۳ راس - 


/ 1 
د (بسن) < . عندما : ٣‏ < س < ۲ ٠‏ د (س) < . 
> دأ(س) ‏ . > غير معرفة عند :س - 5 


عندما : س > . » دا (بن) > . عندما: س < 


چ 


ناو = چرس ی ۔ کے الح 


اس ےئ ۳ ۱ 598 5 
۲ ۱ 0 ) ( : در = لا *. المنحنی يمر بالنقط (. ۰ ۳) 
> د (س) غير معرفة عندما : س = 5 > (۲) = د(-۲) = 


۳ ۸ 
و بدراسة اشارة د (س) كما بالجدول التالی نجد : 





احمد الششتتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


“. للمنحنى نقط حرجة عند سس = ام > مس < عم 
و عند هاتين النقطتين المماس // محور السينات 

> اصس) . عندما ہ عم < بن << ۲ 
“. د (س) تزايدية فى ٢--]‏ ۰ ۲ [ 

٩ ۰‏ (س) < . عندما سس > . 

. المنحنى محدب لأعلى فى ] . ٠‏ © [ 
درس . عندما من <, س 
. المنحنى محدب لأسفل فى ]- م ۰ ۰ [ 

> النقطة (. ۰ ۳ ) نقطة إنقلاب 


لها 


الاختبار الرابع 
[ا] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
(5) منحنى الدالة د حيث د (س) = (س - ]) ه” يكون محدباً 
لأسفل على الفترة . 


0 ]1 - ۵ ۰ مہ [ (ب) ] - ۰۱ ۲ [ 
(ح) ] ۰۰ ۲ [ (۶) ]۰۰ ه [ 
الحأ 


× د(س) = (سس = ۲) ھا 
© دأرس) ده” +رس -ع)ه” = ھ (۱+ س -۲) 


هھ رس -۱) 


> د (س) = ھ (بس |) + هش < ده (س ۱+ ۱) = بن ه 


> عندما : س = |3 ] .۰۰ هه [ یکون : 


تننتوری التفاضل و التکامل ( " ) ثانوى 












f 
. > ۲,۷ = د (س) = ] ×<ھ‎ 
[| منحنى الدالة محدب لأسفل فى ] ۰۰ هه‎ ٠ 


لاحظ : 

.۰ عندما : سس = | 3 ]- مه . . [ يكون : 
f‏ ۳ 

د (س) = (-|) × و اح ب عل <. 


> الجدول التالى يوصح ذلك ۰ 





[] (ب) اذا كان منحنى للدالة د حيث : 


د (س) = س + ب س + حابن + ء له قيمة عظمى 
محلية عند (] › ع) و له نقطة إنقلاب عند (| 2 ۲) 


أوجد معادلة المنحنى 


الحأ 

.” د(س) = م ہسں' + ب سس ' + حابن + ء 
. د (سں) = فوم س + ٣‏ بس + ح (O‏ + ] ب 
> ۰ (۰۱ ۲) نقطة انقلاب لمنحنى الدالة 

.د( -. ب د. ومنها: ب ۲۳ () 
> ۰ ( ۳ ۰ ) نقطة قيمة عظمی محلية لمنحنی الدالة 

دام = . ۲۰ + و پ +> =. 
۲۳ - ۱۳( +> = . و منها : حه =. ©) 

> " المنحنی للدالة یمر بالنقطه (| ۰ ۲) د() دم 
۰ م + پ + ح +ء - ۲ 
۰ م توم + ء دام 


٠‏ بالتعويض من () ينتج 


: بالتعويض من () »2 (۲) ينتج‎ ٠ 
(۳) ۲ < جاع‎ ۲۲ . 





ا 


آ دہ 






5 


المتمدز تترياضيات أحمد القتنتوری التفاضل و التكامل ( ۳)_ثانوی 
> .۰ المنحنی للدالة يمر بالنقطة (؟ )٤ ٠‏ . د() = 5 الاختبار الخامس 

.< ۳ + ٤ب‏ + ع جا +ء - و > بالتعويض من )١‏ ۰ (۲) ينتج : [۱] يوضح الشكل المقابل : 

7878 ا لاما ل منحنی د' (س) للدالة د حيث ٠‏ 

> بطرح (ع) من (۳) ينتج : ۲۲ = م حا > ا ۱ ۱ 

> بالتعويض فى )١(‏ ينتج : ب = ۳ مي واف ار وی 

> بالتعويض فى (۳) ينتج : م +۶ - ۲ ومنها : ء - . ا أكمل 

ہم دؤمس) = سس + یبن (1) الدا قضة لکل س كت .... 





۱ چ0 ۱ ۱ (۲) لمنحنى د نقطة حرجة عند س < .. 

[5] (ب) ارسم منحنی الدالة المتصلة د الذى یحقق الخواص التالية : ۳(۰) منحنی د محدب لاعلی على الفترة . 
د( 5 ) = ۲ (۳) < ۶ ۰ )۲(٩‏ < . 

دا(س) < . عندما ٠‏ س > ۶ آو < ۲ 5 


د“ (س) < . عندما ۰ سن > ۳ 


8 عع) توجد قيمة صغری محلية للدالة د عند س سے . 


8 (0) د( = ... 
3 الحل 





د“ (س) > . عندما ٠‏ س < ۳ ٠.‏ د(س) م ہس ' + ب س' درس > ۳( ين" + ۲ باس 
الح "٠‏ منحنى د (س) يمر بالنقطتين (۱ ۰ ۰۲۳ (6 2 .) 
۰ د(1) - 5 .٠‏ المنحنى یمر بالنقط رع )٤ ٢‏ “. ۲۳ +۲ ب =۳ ۰۰ ۱۲۳ +ب ا .و بحل المعادلتين ينتج : 
< ۳(۲) =1 ۳(3۰۰) = ۲ ۰ المنحنی يمر بالنقط (۳ ۰ ۲) م = | » ب - ۳ 
۰ د(ع) =. .2 المنحنى يمر بالنقط (۰۰۲) :. د(رس) = من" + ں' 
وو ےس جح عندما : س > 5 أو س < ۲ ری با يك ی ۱ من ۳ 
. د(س) تناقصية فى ]- 0 ۰ ؟ [ ۰ ] 5 ۰ [ 7 4 هم جات وس ود تو رودعت 
7 6 ۷ + 1۳ ۷ ۲ د (0 د (س) < . عندما : س > . أو < عم 
“. المنحنی محدب لاعلی فى ] ۳ ۰ هم [ ". الدالة متناقصة لكل س 2 ]اص ۰.۰[ ۰ 3w‏ ]۰۳ هه [ 
٠‏ دا (س) > . عندما س < ۴ 0 ۰ د(س) -. عدما : سن = . ۰ من سام 


. المنحنی محدب لاسفل فى ] - م ۰ ۳ [ 
بسن 


“. لمنحنی د نقطة حرجة عند س 2 ۰۰۱ ۲ ؟ 
٠‏ النقطة ( مط ۰ ۲ ) نقطة إنقلاب 





۷۸ 


ا 





تميز للرياضيات 


۳( ٭ و“ س) < ٠.‏ عثدما ٠‏ ہیی > | 

اپ منحنی د محدب لأعلى على الفترة ] ۱ ۰ هم [ 

)2( ۳ 7 (س) 2 5 3 و (س) > ۰ 
*. توجد قيمة صغرى محلية للدالة د عند س = . 

(0) د () = ۲ 

[۲] (ب) للدالة د حيث د(س) = من5- 3 بن + ۹س - | 

(۱) عين فترات التزاید و التناقص للدالة د 

(۲) أوجد القیم القصوی المطلقة للدالة د فى الفترة ] ۰۰ ۲ [ 3 


ff 
. > )( لاحظ : د‎ " 


۲۴ 


الحأ 
٭ د(س) = ہسں'۔ ين دوين - | 
دس = هين" ٢اس‏ + و = ۳ س (س' _ ع س + ۳) 
= ۳ بس رس - |)( س - ۳ ) 
> د (س) = . عندما : س = | . س < ۳ 
() و بدراسة اشارة دا (س) كما بالجدول التالى نجد : 








جل .]سس[ سوك درس _ 


“. الدالة متزايدة فى كل من : ]- مه ۱ [ ۰ ۲ ۳ ۰ ه [ 
٠‏ متناقصة على ۱۲ ۰ ۳[ 
٭× د(س) = . عندما : س | 53 [. 
= ۳ [.۰ ۰ ۲ ] 
(Jd " 6‏ = ۰ 
. القيمة العظمی المطلقه = ۳ 


۰] ۲ ۰ () 


درا) م ۰ دی - | 
القيمة الصغرى المطلقة ‏ - | 


م6 


ا 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


[5] (ب) يراد تصمیم ملصق مستطیل الشکل یحوی ۸۰۰ سم من المادة 
المطبوعة بحیث یکون عرض کل من الهامشین العلوی و السفلی 
۰ سم ء کل من الهامشین الجانبیین 0 سم . ما بعدا الملصق 


سن + ,ا 


اللذان يجعلان مساحته أصغر ما يمكن 








الحأ 
نفرض أن : بعدا المادة المطبوعة هما ص + .| حا 
جن سم > عن سم 
*. بعدا الملصق هما : س + ۰ سم ؛ ص + .| سم .۰ 
ہیں ص = .۸ سم" ومنها : ص - ۸ 
“. مساحة الملصق م ح د(ں) = ( س ٣١+‏ )(ص + .| ) 
د(س) = رس + .م )( تك + ٠‏ ) = ازس + لل + ...| 
7٦‏ کرس 
د (س) = .۱ _ .13 1ری ۔ 1 
و 
/ 
> د (س) = . عندما : .۱ بس" = ...ا ومنها : سس ح .2 


و د( > . ۰ س = ٤.‏ تجعل مساحة الملصق أصغر ما يمكن 

. ص = .۲ و تكون آبعاد الملصق هی : 

٩, = ۲. + ۰‏ سم ٣۰٢‏ + .| = .۳ سم 

[0] (ب) اذا كان د (س) = س '+ (بس"+ بپ س + 5 حیث ۲( ب 
ثابتان آوجد قیمتی ١‏ ء ب اذا كان للدالة د قيمة صغری محلية 
عند س = ۲ . و نقطة انقلاب عند س = | ثم ارسم شکلا 


عاماً لمنحنی الدالة د 





المتميز للرياضيات 


د(س) = ہس + رين" + بپ س + 5 


1 // 
د (س) = ۳ بن + ]رين + بپ » د (س) = 1 بن + ]م 


»> .۰ عند سس د | توجد نقطة انقلاب دک - 
= 1 + ۲( و منها: "= 
TT ۰‏ / 
ہو عند س = ۲ توجد فیمه صغری محلیه ...د (۲) = 


. ے۹ +ع ۷ (-۳) يا عم + ب و منها : ب = 


5 د(س) = بس" - ۳ بن' + 5 
= ۳ س ( س - ۲ ) 


عندما ٠٠‏ من = .۰ 


ی سين سن 
E‏ 
". للدالة نقط حرجة عند : س = . . بن - ۲ 

و تكون الدالة متزايدة فى كل من : ] ؟ ۰ م[ ٠‏ ]-ص>.[ 
و متناقصة فى ]۰۰ ۲ [ 

> ( :ئ2 ) نقطة قيمة عظمى محلية »  ۲(‏ . 
CESS‏ 
راس ا . فى ] - مه [١١‏ . المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 
> امس > . فى ۰۱۱ ه [ . المنحنى محدب لاسفل فى هذه الفترة 
» النقطة ٢٢ ١(‏ ) نقطة إنقلاب کت 


من = ۲ 


) نقطة قيمة صغری محلية 


أى عندما : س د | 


لا (0 07 
رر سد EOE‏ 
کے 









5 
احمد الشتتورى التفاضل و التعامل ( ٣‏ )_ثانوى 
بعض النقط الاضافية : 

عندما : س = | 
فان : د( بس) = . 
عندما : بس = ۳ 

فان : د( سس ) = ۶ 





5 الاختبار السادس 
[1] فى كل من العبارات التالية أختر الحرف (0) إذا كانت العبارة صحيحة 
و الحرف (ب) اذا كانت العبارة خاطنة 
(۱) القيمة العظمى المحلية للدالة أكبر من القيمة الصغرى المحلية 
() (ب) 
الح 
(1) (ب) ٠‏ التصحيح : القيمة العظمی المطلقة للدالة أكبر من القيمة الصغرى المطلقة 
)٦(‏ إذا كانت (۲ ۰ د (0) ) نقطة إنقلاب لمنحنى الدالة المتصلة د فان 
fi‏ 
۵٥‏ 4 () (ب) 
الح 
(3) (ب) ٠‏ التصحيح : إذا كانت ( ٠‏ ۰ د () ) نقطة إنقلاب لمنحنی الدالة المتصلة 
فان د () = صفر أو د(() غير موجودة 





[۳] (ب) إذا كانت ف بعد النقطة ( ١‏ ء . ) عن النقطة ( س . ص ) 
الواقعة على المنحنى ص = باس فاوجد إحداثى النقطة 
(س »ص ) التى تكون عندها ف أصغر ما يمكن 


5 
احمد التننتومی 









المتميز تثریاضیات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


الحأ . متصلة عند س - . أى متصلة على فى الفترة [-۱ ۰ ۳ ] 
فا = وس -۱) + ( ص -۰) > بر - نها 2( 


1 1 هد سم ما" . 
= میں ]ابن + | + ص چو | (.+ھ) ۔٤(.+ھ)‏ -. 

5: + هھ‎ _ + ٠ -. 8 

ا ۰ ص = ماس ص = س 00 





فا = سس +إ+ س = نها(ه -1)--5 
= من" بس + | E‏ = (س۲ دين +1" ET‏ تھ 1( :2 )ا 
/ ۳ تس / 
> د ؤمن) = ے ی ابن +| ۲۳ س - | بوضع د (س) = . اا (. + ه) + ۶( . + ه) -. 
(س) 5 + ( ) بوصغ د (رس) ۲ 3 سب 


يي" ہیں = ہے 
۱ 770" 1 = نیا( ه +و) =1 
: ۰ بدراسة اشارة د (س) ات اج ۱۳ ۲ ہے له سے ہم ) ( 
كما بالجدول لمقبل نج م اشارة د رس 
ہس ا فون ف "سای | سلوك درس) ‏ 


* ۰ 1 
اصفر ما يمكن ۰ و عندها ص = ل د (س) = 


/ + 4 كت / ۲ 1 
در د  ).(‏ در ."درم غير موجودة 
| غد چیه عندما . < بن < ۳ 





۲ بس + ع عندما ‏ | < بن < . 





و ع + عه ۷ عد عمد 05 # . 1 ۰ 5 ۱ 
بوصع : س = ۽ 


[5] (0) عين القيم القصوى المطلقه للدالة د حيث : ا سو شا وا 3 
+ 1 4 | مس ل سم بن جح و فى + س = س 

د ڪ الفتر ه 

(س) = | س | (س-ع٤)‏ فى الفترة 21-1 ۳ ] ا د( ا)- د مء و())- ‏ ع2 (۳) = طم , و(.)-. 
انحل القيمة العظمى المطلقة = . ٠‏ القيمة الصغری المطلقة = - 0 
د (بس) متعددة التعريف مجاها فى الفترة [- ۰|۱ ۳ ] 
3 — 
7 لس + وس یاو يساوى 1 س" + ب سس ء و كان د(.) = ۵ ۰ د(]) = 
٣ - ۳‏ أوجد قيمة الثابت ب ثم أرسم الشكل العام لمنحنی الدالة د 
e.‏ ۰( (0) < . الحا 

۸۱ 


اکم الننننتومی انا الشنتورى 





ا 






المتمدز تلریاضیات احمد الشتتورى التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 


کے وی ہے دص = ٢‏ نس" + طض پس' + ث الاختبار السابع 
د(.) = ۰ 0 ك ات ۰ ے لفن ف د 0 ۰ ۷ 5 7 
۱ كل من العبارات التاليه ۱ الحرف ادا كانت العبارة صحیحه 
لل يي ری EDEN‏ خر و0 : 
9 1 و الحر ف (ب) ادا كانت العبار ة خاطنة 

م ل وی ل م مي" - اس ای (۲) للدالة د : د (س) = ببس" - ۳ بسن + | نقطة انقلاب هی 
۰ د (س) = 1 من ]| من = ۱ س ( من ] ) 
و ندما النقط الحرجة للدالة (۱۰۰) (( (م) 
٠‏ د (سں) = . عمد : یں <  .‏ من = ] و ھی لحرج الحل 

و تكون الدالة متزايدة فى كل من : ] ؟ ۰ م[ ٠.‏ ] - هه ۰ [ ۱ 5 

0 // 6) (۲) لان : ٭ د(س) = مس - ۳ بس + | 

و متناقصة فى ] . ٠‏ ۲ [ ۰ د (س) = ۱۳ س - ۱۳ = ۱۳( س -۱) 1 7 ٠‏ 

ہ٠‏ 0 ) نقطة قيمة عظمى محلية ۰ (ع ٠‏ - ۳ ) نقطة قيمة صغرى محلية 2 سی = یں ل اء (س) = 1 س 

1 ۱ اے* و = ,. عندما ۰ س =. ٠‏ (م) = 


ء * د (س) = . عندما : من =| 
د (س) < . فى ] مه ۰ ٠×‏ المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 
۰ د (س) < . فى ] ۱ ۰ » [ + المنحنى محدب لأسفل فى هذه الفترة 
> النقطة (۰۱ ١‏ ) نقطة إنقلاب > لاحظ الجدول التالى : 

سم لا لس 

ا 

سح سے سوھ در 
وس انس 
سک لت ات 


+ 


> دس < . عندما من < . »د (س) > . عندما سس > . 
“. النقطة (. ٠‏ | ) نقطة إنقلاب 
[ما] (0) عين فترات التحدب لأعلى و فترات التحدب لاسفل و نقط 
الإنقلاب ( إن وجدت ) لمنحنی الدالة د حيث : 
د(ں) = (س -۱) + ۳ 















الحأ 


د(س) = رس -۱) + ۳ دا(س) سے (س -۱) 


۰ نار د۴ا رس ا ۰ بوضع : د (س) - ٠‏ سس < | 
> و بدراسة اشارة د (س) 0 ععڑ e‏ 


كما بالجدول المقابل نجد : 


تحن الدالة د محدب لأسة سس 

٣۰ 1‏ | رمق | ساس | تحدب منحنی د( س) | 
لكل س < م) 
و لا توجد نقط إنقلاب 





بعض النقط الاضافية : 
عندما : سس = ع فان : د(س) < 5 





> عندها ۰ بن = , فان : در س) = . 





آ دہ 






المتمیز للریاضیات أحمد الشنتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 
[5] (ب) ملعب على شكل مستطيل ينتهى ضلعان متقابلان منه بنصفى [0] () اذا كانت : د (س) = ہس“ _ سس + س أوجد : 
دائرة خارج المستطيل طول قطرها مساوياً لطول هذا الضلع أولاً : القيم القصوى المطلقة للدالة د فى الفترة [ ۰۰ ۲ ] 
إذا كان محيط الملعب ٠.‏ مترا فإثبت أن مساحة سطح الملعب الحا 
تکون آکبر ما يمكن عندما یکون الملعب على شکل دائرة > و ولا : درس = س" کس + ۳ 
اوجد طول نصف قطرها . دا(س) ۳ س۲ س - ۳۴ + ۱ ۱ 
الحأ e‏ ہی ہے ۳ 5 ( من )رس - 
نفرض أن : طول المستطیل د ص متر نضع :د (س) = . ۰ س = ۱ 3 [ .۰۰ ۲ ] 
> عرض المستطیل = طول قطر الدانرة = ۲ س متر 6س = اه [ ۰۰ ۲ ] 
0 5 د(.) = رت د(۱) ”حا ۰ د (۲۱) = 0 
أى أن : طول نصف قطر الدائرة - س متر ٩‏ هب مه شع سے 
“٠‏ محيط الملعب = ٤..‏ متر ٠‏ القيمة الصغرى المطلقه = ا 


۰ ۲ س 7 + ۲ ص = ..ے 
و منها : ص = .۲ - من 7۲ 
> مساحة الملعب = د (بس) 
= مساحة دائرة + مساحة مستطیل 





= چو بن + ۲ بس ص الاختبار التامن 
د(س) = 7 س'+س 2۰ عبن 7 ) ۲ اکمل ما يلى : 
۳ ۳ ۳ 
٠‏ د (س) = 2.۰ ۲ بسن 11 4 د (س) = — ]1 الحأ 
۳ / 
۱ 7 ۳ ۰ د -ِ _ سين | .بد = ۳ بس" _ ۳٣‏ 
يوصع و (س) = ٠‏ 1.۰ 2 ۲ س با[ و منها : حكن = حد ) ( مھ 7 نت 
5 4 دك = ¢ ےم ك = و دما ٠‏ ك0 ۰ه له ع _ 
۰ ° لم 0 سس = e‏ تجعل نناک الملعب أكبر ۶ یمکن سب 1 سر (س) ۾ س )6( 
٠6 06 3 5‏ د (بس) < . عندما من < . »د (سں) > . عندما س > . 
ص = .۲ - لتك × 7 = صقر 


"۳ ۱ ۲ . النقطة (. ۰ ۱ ) نقطة انقلاب 
أى أن : الملعب یکون على شكل دانرة طول نصف قطرها عأ متر 


TT 





المتميز تلریاضیات 


[۳] (ب) يوضح الشكل المقابل : منحنيا الدالتين ص 
ہا حيث : أحمد انوي 
مس (س) = د (س) 
۰ (س) = د (س) ‏ 
د دالة كثيرة حدود فى 
المتعیر سناء 
رک یا و 
(-۶۰۱(۰)۰۰۱) 


6(سی) = د (س) 


مرارسی)_ -اد رل ٣١‏ 





الحأ 
۰ د (س) دالة كثيرة حدود 0 اس دالة من الدرجة الأولى كما بالشكل 
3 (س) داله من الدرجه الثانية كما بالشکل 
*. د (س) داله كثيرة حدود من الدرجة الثالثة 


بفرض أن : د(س) = مين + ب س' + ح س + ء 
// 
د (س) = ۳( بن ٢+‏ بس + جاء د (س) 3م بن + ۲ب 
و شش ۷ ê‏ // 
> *“ منحنى د (س) يمر بالنقطة (. ٠.‏ ) د (م) = 
ہے .+ ۲ب و منها : ب = . 
+ 4 / + مد 
> ' مذحنی د (س) يمر بالنقط (۰ ۳۰ ) ۰ (۰۰۱) 
/ / 
ف (م) = ٠‏ د () = 
ہہ لا اح و لد .+ حہ و منها : ح = ۳ = "رم + ۲ب +حہ 
4 " جح = ۳ 4 پپپ = .م سے - | 
۰ منحنی د (س) يمر بالنقطه ۰۱۰-۱ ۰) د( |) = 
ہے ام اب اه + ء و منها : عم - 
د(س) = س ' +۳ بن + ۲ 





بعض النقط الاضافية : 





نا التفاضل و التعامل ( ۳ ) نانوی 
/ 

د ؤسن) ے _ ۳ س' + ۳ 2 ۳( س )زس +۱) 

و - عندما ٠.‏ بن = | . مس = - | و هى النقط الحرجة للدالة 

و تکون الدالة متناقصة فى کل من : ] ۰۱ م [ ۰ ]- 0 ۰ ا[ 


و متزايدة فى ] - ۰۱ |[ 
> (1ء 2 ) نقطة قيمة عظمى محلية ۰ (-- ۰۰۱ ) نقطة قيمة صفری محلیه 


1 
"رس سس اس > " د (س) = عندما : من = , 


ل رص > . فى ] مه [٠.6‏ + المنحنى محدب لأسفل فى هذه الفترة 
د (س) < . فى ] ٠.‏ هه [ . المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 


٠‏ ؟ ) نقطة انقلاب اال 












9 ® 
O‏ 0۵ اس 
ا اال 
+()> ++ | سر:د رس 


فان : درس )= 5 
+ عندما ٠.‏ س - ۲ 
فان : د( س ) = 


[5] (۲) عين القیم القصوی المطلقة للدالة د فى الفترة 


٤ ۴۳ =‏ -۔ہں' 


حيث : د (سس) 









المتميز تثریاضیات احمد الشتتورى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


الحل ۱ > مساحة شبه المنحرف = د (س) = لل ×(مس + ۲ص ) ×ع 
سس ٣‏ 5 1 
5“ ك عند = ج 
(س) = ۱,۳ 2 دس 20 ا . دؤسن) = (س + ص )(تطاصض' مس" + عم س ص ) 
و = سو پر سل × ۲ بے ٢ی‏ ؟ ب ۳ بن / 1 1 3 
2 ؟ × راس )( س ) Jp:‏ د (س) = | × ( ۳ ص" ا س + ۲ س ص ) + 
4 زبن) > .. ی وس > ١‏ ۰۶ ۲۲ ے(مص' اين + ۲ س ص) (-ع س+ ۲ ص)(س +ص) 


8ء2 


1 1 ۱ 
> د (س) غير موجودة عند : ع - س" = . ای عند : س = ۲ 2 [ ۰۰ ۲ ] 
> س ۲ 9 ۲۰۰1 ]۰ مرفوض " ۰ د(.) = ٩‏ ۰ د(ع)- . ری 
O, ۰‏ ۳ ہار ے « له # ۱ گے ات + ص س = 
“. القیمه العظمی المطلقه = 1 > القیمه الصغرى المطلقه = . 
/ 5 
ا دين" + ۲ ين ص ) ( ۶ ص" + ۲ س ص عبن" ) 


/ 
د(س) = زس ص' دين" + ۲ ين ص ) ( ۳ ص" ا س' + ع ين ص 


[0] (() رسم فی نصف دائرة شبه منحرف قاعدته هی قطر نصف 
الدائرة » طول قاعدته الصغرى يساوى طول كل من ساقيه 
يساوى مقدار ثابت عين قياس زاوية قاعدة شبه المنحرف 
بحيث تكون مساحته أكبر ما يمكن 


ع ص" + ۲ س ص ٣‏ سٴ 

را ص' - بسن" + ع س ص 

/ 
د (س) = . عندما : ع صا + م ينا ص عيش" = . 
٣ ۰‏ (۲ ص - س )( ص + س ) =. 





الحأ 
سے 5 ٠‏ : - ۴ ۱ " يصد + ف شا = و ۲ 
تفرص أن : 72 سن ص و : من فک یصیح : ب 

طول قاعدة شبه المنحرف الصغری = طول ساقیه = ۲ ص وحدة طول : > د (س) < . عندها : من > ۲ ص ء د (س) > . عندما : من < ۲ ص 
طول قاعدة شبه المنحرف الکبری - ۱ . بس م ص تجعل مساحة شبه المنحرف أكبر ما یمکن 


طول قطر نصف الدائرة - ۲ س وحدة طول 
» قياس زاوية قاعدة شبه المنحرف = 0 
من هندسة الشكل : ب ه = س - ص ء 
۳ 
ع = :وص" (س - ص) : 
= و ص* -(س۲ ۲ س ص + ص' ) اولا : اجب عن السؤال التالى : 
د وا سرا 1 رص۔ ا اضرا یود یرس ۱۱ اختر الاجابةه الصحیحه من بين الإجابات المعطاة 
۱ (0) منحنی الداله د محدبا لاسفل على 2 اذا کان د (س) يساوى . 


.اع = (۳ ص؟ الى +۲ س ص )' 
(( ۲- سا (ب) ع +س" (ح) ]اسن | (۶) ۲ + س 


3 
| 


و عندها يكون : ب ه = ص وحدة طول » حتا0 = < . Û‏ = 


الاختبار التاسع 





5 
احمد التننتومی 









أحمد التنتة التفاضل و التكامل ( "ا ) ثانوى 


المتمیز للریاضیات أحمد ون 
الحل “. د(س) = س' ۳۰۶ بن + | 
ET (١‏ لان : پا د(س) = ٢‏ + مس" 7 سض وس > دا (س) - ۳ بس" - ۳ = ۳ (س" -۱)- ۳( س )زس +۱) 
تی - 6س" ارس >> كل بن دح دس حا دما ۽ سے سس  -‏ | و هی النقط الحرجة للدالة 
". منحنی الدالة د محدباً لأسفل على 02 " إدرس الدوال الأخرى بنفسك " و تكون الدالة متزايدة فى كل من : ]۰۱ م [ ۰ ] - ه ۰ ۱ [ 
(۳) إذا كان لمنحنی الدالة د حيث د (س) = س + لى س؟+ و و متناقصة فى ] - [|١|‏ ۰ 
٠١ (‏ ۱ ) نقطة قيمة صغری محلية ء (- ۰۱ ۳ ) نقطة قيمة عظمى محلية 


4 = 46 کے" حتلم ندما ٠‏ ےم 
6 -1 (ب) - ۳ رہ٦‏ (۶) ۹ ا 9 ٔ9ٔ ٗٔ۹  .‏ 
الحا کہ (س) < . فى ] ب ٠‏ . [ .. المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 
5 ۳ ۳ 1 / ۳ 1 ۰ د (س) > ۰ فى ] . »> م[ المنحنى محدب لأسفل فى هذه الفترة 
ETT ۳۳‏ مود تے رت ملس که 










رس ے وس ۳ »> ٭ نقطة إنقلاب عند س - ۲ 
ا از ا e‏ 2 
زا سای اس ددرت 





[5](ب) ادا كان ميل المماس لمنحنی الداله د عند ای نقطه ( س . ص ) ° ٦‏ 
على المنحنى هو ۳(س" - | ) أوجد القيم العظمى المحلية و 
الصعرى المحلية لمنحنى الدالة د و نقط الإنقلاب إن وجدت 2 
علماً بأن المنحنى يمر بالنقطة 5-١‏ 2 -]) › ثم أرسم شكلا بعض النقط الاضافية . 
عاماً لهذا المنحنی عندما : ہس - - م 


لح فان : د(س) - - | 
2 
۰ د (س) = ۳( س -۱)< ۳ مس - ۳ > عندما : ہس دم 
در = ۳(1س اط ) وين = س سط س + ث فان : درس - ۳ 
 .‏ المنحنی يمر بالنقطة )١- ۰ 5-١‏ + 3 (-۲) - 
٩ + ۸ - - ۷ -‏ + ث و منها : ث = | 


۸۱ 


اد الشنتورى از النتننتومی 


ا 


المتمدز تلریاضیات أحمد 


١ الاختبار‎ 


أولاً : آجب عن السؤال التالی : 
[ا] اکمل ما يلى : 


لعاشر 


(۳) إذا كان للدالة د : د(س) = لى س + ۹ س' ٠‏ نقطة انقلاب 
عند سس = ١-‏ فان لى = 

الح 

(۳) ۰۰ د (س) لق س ' + وين .. د (س) = ساق س" + ۱۸ س 
> درس = 1 لے س + ما 
٠‏ ۰" للمنحنى نقطة انقلاب عندما : س = - | 
ه كما سول + ما “. لى = ۳ 


(۳] (() آبحث تحدب منحنی الدالة د حيث د (س) = | س"- || 
موضحاً نقط الانقلاب إن وجدت 


الحأ 
hl‏ عندما س > | 
د (سی) = ۳ 
د من + | عندما س < | 
“ درا) درا عدرا) =. 


پا د (بس) متعددة التعریف مجالها حّ و متصلة عند س = . ی متصلة على 0 


د( ۱ + ه ) - د(ا!) 
هه 
E : _‏ 58 
له سے . 


نیا 


یسام 


د ( ۱ + ه )- ۱(3) 
هھ 


مد هد ی التفاضل 


٦س‏ 
/ ۲ , 
د (س) = م عير موجوده 









التحامل ( ۳ ) نانوی 


- (1 + ه) +۱ -. 
“AA‏ هھ کے E‏ 


/ ۷ / چ / 

٠‏ د ر۱( ۶ د (۱) ٠‏ د (۱) عير موجوده 

۱ ہں عندما س > | 

و 3 (س) >ے غير موجودة عندما سس = ۱ 
۳ س 


عندما س < ۱ 

عندما س > ۱ 
عندما ہس = | 

- 1 سں عندما س < | 

> د (س) غير موجودة عندما : س - | 

: المنحنى محدب لاعلی فى ] ۱۰۰ [ 

[ ۲ ۰ 


۸ 
»۰ د (س) -, عندما ٠‏ بن = . 
57 ۸ 
۰ بدراسة اشارة د (س) > . نجد 


المنحنی محدب لاسفل فی کل من : 


] - مه 


> ۰ (۱) غير موجودة أى لا یوجد مماس لمنحنی الدالة عند النقطة (۰۰۱) 
۰( ليست نقطة إنقلاب 





[0] () إذا كان معدل تغير ميل المماس لمنحنی عند نقطة عليه 
(س .ص ) هو 3 (۱- ۲س ) و كان للمنحنی نقطة 
حرجة عند س = | و للدالة قيمة صغرى محلية تساوی 5 
أولاً : أوجد معادلة العمودى للمنحنی عند س  -‏ | 


ثانياً : ارسم شكلاً عاماً للمنحنى موضحاً القيم العظمى و 
الصغرى المحلية و نقط الإنقلاب إن وجدت 


5 
احمد التننتومی 








۳ 


المتمیز للریاضیات أحمد التتتتومی التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 

الحل اس د ما : من ات + 

× د (س) = ۱(1 - ۲ ۳-1-۳ / 

۰ = — << سب ہس 7 ٠‏ 8 ےج ع ھچ ۳ ٠‏ ىر مب 
10 1 ۱ > "٠د‏ (س) > . فى  ]‏ ص ۰ + [ .. المنحنی محدب لاسفل فى هذه الفترة 
د(س) = 1( ۱۲۳س) ء س -8 س ۹س + ٿث / ۱ : 7 ا لس 
“ للمنحنی نقطة حرجة عند : س = | ل لمتحي محدب لاعلی کی هذه الفترة 
رن ح . سے ٩-٩‏ + ث و مثها : ث = فسا 7 e‏ ص 








رك eT‏ وس و ی ) © زج )اع 
و وت 
ل الح ل له 
| ++ (0 ۔۔ 1[ ةدر 


/ 
»> د (س) = . عندما ٠‏ بن = , ۽ یس - | 
/ ہہ 7 
+ ۰ (.) > . عندما : اس = . ۰ توجد قيمة صغرى محلية = ٤‏ 
“. المنحی يمر بالنقطة (۰ ۰ ) 





یں کک [(واس ابی ) وين ے میا ے ۴س + ت 
> “ المنحنی يمر بالنقطة (. ۶۰ ) د(۰) = 
ودع 3۵ و منها : ث' = 5 

د (س) = ۳ س'  ٢۲‏ س' +۶ ما + سن 

ار وس تس رب وس ( س - ۱) » عندما ٠:‏ س = . فان : د (س) = 
او : ميل المماس = د (-۱) = - ۱۳ .. ميل العمودی = لل 

> د(۱) = ٩‏ “. معادلة العمودی عند النقطة (-۰۱ ٩‏ ) هی 

ص ٩‏ = چ (س +۱) ای : من ]اص + ۱.۹ = . 
ا د"س ت . عندها : من = . ۰ مس - | 


> و الدالة متفاقصة فى کل من : ]۰۱ م [ ٠‏ ]| - همه ۰ ا[ 
ہو ے ` f‏ 

و متزايدة فى ] ۱۰[ ۰ د (س) = ۱۳-1 بس 

( ۰۱ 0 ) نقطة قيمة صغرى محلية » (. ٠‏ 5 ) نقطة قيمة عظمی محلية 
f‏ ےھ ے 7 

و د (.) > . ۰۰ د(|) - 2 قيمة صغرى محلية 
// ا 5 

۰ " د (۱) < . .. د(۱) = ۵ قيمة عظمی محلیه 





ا 





الرياصيان البحنه 
التعاصل و النکامل 








الوحدة الرابعة .... التكامل المحدد و تطبيقاته 


حيث : ىه ثابت حقيقى ع . 


۶ - ۱ طرق التکامل (۲) | [ درس ) ± م (س )] ءس = 
تذکر ها يل : لے | د( س ) ءس ± إن (س )۶ س 
[۱] المشتقه العكسية للدالة : [5] جدول بعض الدوال الأصلية المقابلة : 


يقال أن : الدالة ت مشتقة عكسية للدالة د إذا كانت : 
ت زسن) = د (یں) لكل من فى مجال کے 5 
ای أن : الداله ت مشتقه عكسيه للداله د فى فترة ف ادا كان : 

جع ت (س) <د(س) لكل س 3 ف 

و عند إضافة أى ثابت ( الثابت الاختيارى ) للمشتقة العكسية ت 
تمثل المشتقة العكسية عندنذ بمجموعة المنحنيات ۰ 

ص = د (س ) + ث ( ث يعرف بالثابت الاختيارى ) 

التى تختلف عن بعضها فى الثابت ث و يكون ميل المماس لأى منها 
متساوى لذلك فهى منحنيات متوازية » و تسمى مجموعة المشتقات 


:2 رم + | 








العكسية بالتکامل المحدد (۱) للدالة : د(س) = س يكون : رہ عدد نسبی ‏ - | 

71 + المحدد : (0) للدالة : د(س) = جك = س ' يكون : س ج . 

مجموعة المشتقات العكسية للدالة د تسمى التکامل المحدد لهذه الدالة ۱ سر 

و یرمز لها بالرمز : | د (س) ء س ۳ 5) للدالة : د رس) = م یکون : ۲ > ۰۰ ( ۶ ۱ 

۲ 5 9 ۲ ۰ ۸ ¥ 

و يقرا تكامل داله سس بالنسبه إلى س (5) للدالة : د(سں) = فا س يكون : رہ 3 يرم .2 

و يكون : | د (س) ء بس = ت (س) + ث 
۳۱] خواص التكامل المحدد : (0) من الجدول السابق يمكن استنتاج جدول للتكاملات الأساسية 

ذا کانت ده ور ای ف 2 ما فا ( الصور القياسية ) كما یمکن تعممیم هذا الجدول حیث فى 
اذا كانت : د » ہر دالتین قابلتين ق على فترة ما فان : 


() | لے درس )ءس = ل | د(س )ءسن 





جدول التعمیم ( الصور العامة ) یکون : ع = د (س) داله 
قابلة للاشتقاق فى فترة ف كما یلی : 


5 
احمد التننتومی 





التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 






















+ ث » س 3 ف ۰ رہ عدد نسبی 7 - | 
يه 

> [د(بس) ] 

» س 3 ف »> د( س ) + . 


لها وجود 


7 ابا 


: 
[قا ع ۶ع = طاع+ ث .سن 3 ف ء بن ب ل (۲ هه +7۲)۱ 





E 


تفاضلى الدالة : 
اذا كانت ٠‏ ص > ( بسن ) دائة 
من تعريف المشتقة نعلم أن : 





۲ / ۰ 
ی أن : ےگ = د (س) عندما : ۸ س = . 


قابله للاشتقاق 


/ ۰ ۸ ص 
#۶ مر ×- رع یں 
ع بن = د رس ) < رس ه. یس 
۰ 3 ے 3ق 
5 ۱ بن + ۸ بن ۸ س 
۸ من ے . ۸ سس ۱ 
“. عندما : س -+. فان : 2 سے د (س) 


6 ۸ س كن . 


/ 
۰ ۸ ص = د (س) ۸ بن 


تعریف ۰ 
لتکن د دالة قابلة للاشتقاق 


حیث : ۸ س یرمز للتغیر فى س ۰ ۸ س ج . فا 


a 


على فترة مفتوحة 


1 
> ۶ ص = درس ہیں 


(۱) تفاضلی ص يرمز له بالرمز : ء ص 
(۲) تفاضلی س یرمز له بالرمز : سن ء عبن = ۸ س 
و على ذلك 
/ 7 
ءوض = د س )ءوہں او 
/ 
ع ص = ص ۶ مسن 
ملاحظه ٠‏ 
/ / 
۶ < ۶ ءوس .۰ ءل ےل وين . ..... هكذا 






التفاضل و التكامل ( ۳ )_ثانوى 





إجابة حاول أن تحل () صفحة ۹۸ التكامل بالتعويض : 
أوجد تفاضلى كل من : توجد عدة طرق لتحويل التكاملات التى ليست على الصورة القياسية 
٤‏ ]سن - س۳ إلى تكاملات على الصورة القياسية و أبسط هذه الطرق هى : 
() ص = (۲س + 0 ) (ب) ص = ھ طريقة التعويض حیث يستخدم تعويض معين مناسب لیتم تبسيط 
(ح) ص = > حیث : ع ء ل دوال في المتغیر س التکامل و کتابته على الصورة القیاسیه و منها : 
الحا (۱) إذا أحتوى التکامل على حاصل ضرب دالتین أى على الصورة : 


1 د [م (س) ] ما(س) ءس نستخدم التعویض : 
ع = ص (س ) بحیث تکون دالة قابلة الاشتقاق 
(ب) ع ص = ۵ (۲س -۳) ۶س ١‏ فان عع = م (س) ءس و یکون : 

3 | د [م رس ] مرس ءس = ]د (ع)ءع 


1 1 
2 ( ۲ س + ۵ ) ۲ ۲ ۶ سن < ۸ (] نس + 0 ) ۶ س 


() ۶ ص 





(ه) ء ی - ك )۲( إذا احتوی التکامل على الجذر النونی لدالة ای : 

4 4 8 نسنخدم التعويص ٠‏ أ 
إجابة حاول تفكير ناقد صفحة ۹۸ ماس( س) نستخدم التعويض : © ےہ رس) او 
٤ ۰‏ 7 ۱ 8 2 جم ۰ 8 ۸ اج مره 
إذا كان : س'+ ص" = ۲0 أوجد : ءص بدلالة س .ص ‏ ۶ ص < سس (س) بحیث تکون دوال قابله لاشتقاق 

لإزاله الجدر 
الحل 
× بس" + ص" = ۲۵ . ٢‏ س ءوس + ص عاص -, ا 3 ہے ها و سے 
کس ی رد هن ٤ض‏ و منها : ء ص = - ند عبن یمکن استخدام طریقه التعویض لاثبات صحه بعض قواعد التکامل 

فمثلا : لإثبات أن : 

له +۱ 
به / 
1 [د(س)]" د'رس) یی - ادا + ن 


نضع : م = د(س) ۰ عم = د امن ) ومن 
۳ [د (س) ] دا(رس) و وس = “E1‏ 2 


ره + ۱ مده +۱ 


CE‏ 1 [درس)] وہ 


حت حت نا 
رم + ۱ رم + ۱ 








اھ 






المتمدز للریاضیات احمد النننتنوہی التفاضل و التكامل ٣٦٣‏ ) نانوی 


إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۹۹ آ الح 
آوجد : (() [ ۳س (ہسں'؟ + ۳ ) وس (م) نضع : ع = ۲بس ۳ .بس = + (ع +۳ ) 
3 3 تم دم 5 ے لے 2 
(ب) | - و ۶ سس ۱ 0 ۳ 
رس )٤-‏ . المقدار = ] ل (ع + ط )ع × ل عاع 


() نضع : ع = س +۳ ذو اس وس -(ا رت +6۶6۳ - ((6 +6 ) +۵ 
". المقدار = لل [(س" + ۳ ) × (۲ سن ع سن ) 


× لي ع (0 ع + ۱۸ ) + ث 


^| 
|| 


ال 1 - اس ا E-I‏ 1 ۱ ت 
1 ۳۲ ۳۹پ ۶ ۳ ہر رس 030657 ےم = لب ( ۴ س اط ) [۵ (۲ سن ۳) +۱۸] + ث 
ل آقد 3 


1 
١‏ 3# 
لمقدار = 2 ۳1 ۱ ع (۲ س ۳ ) [ .ابن - ۱0 +۱۸ ] + ث 


1 , 
+ ۳ ) ۶ س 





.۲ = لب (۲س اط ) (اس + + ث 
= 1¥ رس" + ۳ ) رس" +۳ ) وس افصو وت 
(ب) نضع : ع = سس + | > ع = ۳۱ بس + ۱ 


0 0 
سج × ۾ رس + سم ) +ث  <‏ رس +۳ ) + ث 


٠ 5 ۲ ۲‏ سس = رع ٠ )١-‏ وين س ع و ع 
حل التمارین التالية باستخدام الحل الآخر بنفسك 
1 5 ۱ 1 ۳ ۳ 
(ب) نضع : عم = س - 5 اع عم لاس" وبين . المقدار = | چ E)‏ ۶۲ + | )<< تج ۷ ۶ Es‏ 
- 0 ۹ 1 ۳ 
. المقدار = ال [1(بس ۳ ) (ترين وين ) = | E+)‏ - چ3 ع + جع )ےئ مع 
٠ ۳ 58‏ ۷ 
= ل ]ع آوع دط مدع 'ہٹ = شاع - پچ ع + جع +ث 


= چ رعس +۱) - چچ روس - ۳) 


Kk 
ل‎ 
1 


۱ ۳ 2 7 
۔ ج رس ۳ ) اث 


! کے ۳ ۲ ث 
إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ..! ٍ۰ اللي ۳ ۳ 


اوجد : 


(0 1س (۲س -۳) عين (ب)[ س 


' لیبس + | وس 





و 


۳ 






المتمدز ٹثریاضیات اس نتننتومی التفاضل و التکامل ۳۱ ) نانوی 
اجابة حاول أن تحل (ع) صفحة ٠.١‏ ] (ب) نضع : ع = لور س . عاع = وس 

۳۳۳ “. المقدار = 1 ع ُء ع = باع ٴ+ٹ = رلو س ) '+ہٹ 

)۳( )ا ۳ بو یی ۲ ۶ سن 

٦س‏ - با 

ور ور ےم ع بن إجابة حاول تفكير ناقد صفحة ۱.۱ 

الح رہ 30ء 
۱ ۱ (110[درس)] د'(س) وس ۔ دسا + ن 
() نضع : ل = ,۳-۱۱ س' مم ح ۱ ۳ سس 1 5 ۱ رم + ۱ 
حيبت ۰ نہ -_ 


و منها و ع E‏ 
. المقدار = - ۲ 1ع برع ء۶ع - -د۶1ع 


سے اع ق کد | - ۳ ببس" + ث 


dr 


1 
3 1/0 ا ءوس = لور |د رس )| + ث حيث : درس) بج . 
الحأ 
() نضع : ع = د(س) .. عع 
)1د( ))] ارب وس = ۶1 





(ب) نضع : ع = ٦‏ بس - س" . ء مج <<( ٢س‏ ) ۶ س 


۳ 








“. المقدار = ال 1 ۳ ۳ (1 - ۲ من ) ۶ س 5 2 ا 00-0 5 
۱ 2 ہر ہے ہے ٩س‏ - میا lia‏ ا بت 1 
= +[ وع 1م ا بث و + ث نضع : ع درس دوع دو سدس 
ll ۱‏ لحا ءوس = 1 دوع = لو | 2 | + ث 
إجابة حاول أن تحل (0) صفحة ١ء‏ 
۱ رش = لور |د(س) | + ث 
اوجد : () | س وس با 0 
الحا م باس سس لور من" 
() نضع :ع = م ۳+۳ وع دعم م ءس 


. المقدار = + 1 ع ءع = ل لو |ع | + ث 


۱ 
= + لى |۵ ۳+۲ | + ث 









5 
المتمدز للریاضیات احمد النننتنوہی التفاضل و التكامل ٣٦٣‏ ) ثانوى 

















التكامل بالتجزی : إجابة حاول أن تحل (7) صفحة .| 
یستخدم التکامل بانتجزی لإيجاد تکامل حاصل ضرب دالتین ليست - ۲ س ۲ نس + ۳ 
احداها مشتقة الأخرى )ا آسا وس 
فإذا كانت : ص ع دالتين فى المتغير س و قابلتين للإشتقاق بح 5 
د ) نضع : ص = س : وع = ءبس 
نعلم أ ن : چگ رصع ) = ص بت ب ع ۶ص (۲) نصع 0-27 
. ء۶ ص = ۶ بن 3 = سے لو 
بتكامل الطرفین بالنسبة إلى سب , ء ۳ قارع من بو رح رط 
= | ص تک ع بن ۳ ۳ 
- ٣س‏ - ۲ من 
= _ + بن م _ د و + ث 
= | ص ءع + | ع ءوص 1 ۰ 
ای أن : اص ءع = صع - ۶1 وص 3 = جح ( ۲ سس + | ) له + ث 
رس یی یی التكامل بالتجزی (ب) نصع : ص = س ٤‏ ۶ = ی 
بجخیب ل 7 5 من 1 
پیم بھوھ۔ ۱ ء ص = ۲ بس ۶ س ۱ ع سو 
ص ۰ ۶ بطریقه مناسبه بحیث ۳ نم 
یکون : حساب التکامل بالطرف المقدار = س ۵ - ؟] سن 9 وس ) 
الایسر اسهل من حساب و ایجاد : 1 سس ۳ ء۶س 
و وی بو ی ع صا ہے نصع : یل = مس ٠‏ عك دو“ ۲ ءس 
؛ الدالة ص اشتقاتها متهی .الم ص [ج]- 1۲ ع | ء ص | : 
آما : الدالة ع يمكن تکاملها و ۶ > لق ح ھ ع بن 
س + ۳ بن + ۳ بن ۳ 
بعض تطبيقات التكامل المحدد : > | س ھ یس = س مر ها ءوس 
٢ 1 4‏ . من + ۳ من + ۳ 
ادا علمنا أن : ہر الدالة تعطى ميل المماس (أو معدل التغير ) عند = من ھ - له + ث 
أى نقطة على منحنى الدالة د فإنه يمكن أن نعرف الدالة د من عملية ٠‏ بالتعویض فى ينتج (ا) : 
التكامل غير المحدد للدالة س حيث : د (س ) = | س (س) ء س + المقدار - سض م“ عمس و" دمم ہ+ٹ 
١حظ‏ أم . هذا اٹتکا 6 و أذ بح ثا“ س + 
و يلاحظ أن : هذا التکامل لا یعطی داله وحيدة اد یحتوی على ثابت o‏ لوي ی +( ] باه 


اختیاری يمكن نحدیده تحدیده بإضافة شرط بالبیانات المعطاة كان : 
يمر المنحنی بنقطة معينة أو یقطع جزء من أحد المحورین أو . 





















إجابه حاول أن تحل (۷) صفحة ۱.۳ + رس دوع و۳۳ yT‏ 








() | لو (س +۱) ءس (ب)| ء بن 
ب) نصع : ص = س ۶ = (م س + ۳ ع بن 
الحا (پ) سن ) 
نضع : = ؛ = اع من ج من € = (۲ س + ۳ )" 
(() نضع : ص = لو (س + ۱) عاتم ع بس ۱ ) 6 
۰ المقدار = ١ ٦‏ 
نے ص = سل وس ۱ ۶ ے ہی 9 انه دقفا ۲۱ س + ۳ ) ۶ 
م أأمة سن 3_٣‏ ن 
“. المقدار = س لو رس +۱) -] ETE‏ ء بسن () ده الم ٩‏ ۳ ان ۲ ۳ دن 
بن بن + 1 !| - د + 3 - ۳ ) + اٹ 
ا سب ) وين = مس - لو | من + || 3 = ۾ (۲ س + ۳) زس ۳ )+ ث 
*. من )١(‏ ينتج : المقدار = مس لو زس + ۱ )- س + لو | س + ۱۱+ ث ر 
2 2 ۱ 3 
0 = سن + ۳ . من = ج (ص ۳ ) ۰ ۶ س = ص عا ص 
(ب) نضع : ص = لو س ۰ ع وع = مس ع بس = 
0 3 > لسار س ا سا ر × ص ء ص = + 1ص" ۳ ) ۶ ص 
ہو ع ہیں کہ کت ۶ من ۱ لغ = ۲ س ۱ ۱ ۳ ۱ 
۱ : = +( ص" طم ص ) +ٹ = + ص (ص'- ٩‏ ) + ث 
“. المقدار = ۲ س لو س - ]] س ع بن ۱ ۲ 
= ج (۲ س + ۳) (۲ س + ۳ )٩۹-‏ + ث 
= ]لاسن لو س - ۲ ۷ ۲ س + ث 1۹ ۳۹ ۱ 
= ٢٣اس‏ (لو س - ۲ ) + ث = + (۲ س + ۳) ( ۲ سن )+ ث 
ی او زان = ل (۲ س + ۳ ) (س ۲ ۳) + ث 
35 ہس ثالث 
: () 1 اھ وس ) 1 تخب ءس حل 7 
الح و المقدار = ل ۲(1 ہس + ۳ -۲()۳ بس +۳ ) 'ءس 
(م) نضع : ص = ۳ بن + 0 ٤‏ وع 2 ۵ ی = +[ ( ۴ س + ۳ )ا وين ط 1( سس +۳) ]۶ س 
: - ۱ د _ لو 3 .2 ۱ 
۳۲ دق € - - ۲ ۸ = +[ (۲ س +۳) _طس رحس +۳ )] +ث ال .. 
. المقدار ے ‏ (۳ سس + م) وھ  +”‏ 1م وس 


۷ 
اکم الشنتورى أحمد ت._.__ح90س۹8۹ ۳'۹ آرر ررر۹ ع>ء>_ص_"؟_ ۲۳ ا"""" احمد الشتوہی 























إجابة تفکیر ناقد صفحة ۱.۶ .۱ 
5 2 بن 

هل يمكنك ایجاد . | "ا م مس +۲ ۶ بن 

بطريقة التكامل بالتعويض ؟ فسر إجابتك 


الحل حل تمارین ( 2 - )١‏ صفحة ٥‏ بالكتاب المدرسى 
نضع : ص" = ۲ س + | س = ± (ص'-١)‏ 


= لے + ث و منها : ث = < 


: و ای ١‏ ۲ ۳ ؟ 
“. معادلة المنحنى هی : ص = + (س + |) + 2 


أختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 


۱ ۱ ص = ما ]سن +| دوس حال ص" ء ص‎ ٠ 
> + ۰ ۱ ۲ ۱ 
e المقدار = ۳ | (ص" - ص ) ء ص = ۳ ( + ص" ± ص ) + ث )1( | س (بن‎ ۳ 
2 ۲ 7 1 
ہے ص"(ص۵-۳) ده 3 (0 + رس +۳ ) + ث (ب) + رس +۳) اث‎ 
3 . ۲ 5 ۲ 
کہ (۲ س + |) [۲۱۲ س +۱)-0 ]+ ث (ح) + ( س + ۳ ) + ث 292 (س + ۳) + ٿث‎ = 





)٢(‏ إذا كان :| (]سن + ۳ ) لو سن وس = ص ع - ۶21 ۶ص 
فان : ص ع = .... 
٢ )۲(‏ س لو س (ب) (۲ بس + ۳ ) لو بسن 
(ج) ٭ (]سن + ۳ ) لو س (ع س (س+ ۳ ) لو س 


سب ۲۱ بس +۱) (ع سس + ۳ - 0 ) + ث 
ل (۲س +۱) روس -۳) + ث 

و هی نفس إجابة مثال (۸) فقرة (ب) بعد تعدیل خطأ الجواب النهانی 
اجابة حاول أن تحل (۹) صفحة ۱.0 


۲ 5 س + ۳ 
أوجد معادلة المنحنی المار بالنقطة (. › ١‏ ) و الذى ميل المماس له ای 29۳+ وس = ص ۶ -۱ع وص 
ان : ۶ ص < . 


۴ )ا ا ا 1 () ۳۲ "۲ + ث ۱ (ب) + م۳۳ ۲ + ت 
× ميل المماس = دا( سن) = س راس +1 (ح) - و" ۰ +ٹ (ع)- إو" + ث 
سے اس کی ۱ ee |2 ss‏ الحل 

ےک × کے ری + اح ت ہے تی اوت () المقدار = + 1 ۲ س (س" + ۳ ) وس 
٠+ ٠‏ النقطة (. ١ ١‏ ) تقع على المنحنى = +1 وس" + مع زم" + م وس 









ا 






التفاضل و التكامل ١‏ ۳ ) ثانوى 














= × و سا ام ده عرسا م رت (۳) 1 حت ع بن (05 ٦س‏ هر ۳ ءوس 
حل آخر م ۶ سن 
نشع : ع ا را ےی رت (00 | ع بن (13) | لو م سب جی 
> المقدار = + 1(س۲ + ۳) (۲س ءس - [ع' مو ع ۳ 
۳ 0 00 (۱۷) | (لو س) ع (۸) | سلب وس 
= ج × ب ی +ث - چ (س +۳ ) + ث الحل , 
(۲) نضع : ص = لو س ٠‏ ۶ 6 <(۲ س + ۳) ۶ س (ع) نضع :اع = س ٠0+68‏ = ئځ ٢+‏ ءوس = عنم ۰ المقدار 
دع هن د جل بسن ۰ ع = اس" + ۳ بس = ين (بن + ۳ ) ۰0۰6۱۱6 E,‏ ہم ) ۶ ل 
صح = سن سن + ۳ ) لور س = لاع + کے + ع + ث = لياع رمع + ۱۳) + ث 





۲ من + ۳ 


(۳) نضع : ص = ]س | ۰ ۶ < ۸ ع بن 
و د = ل رس - م) (وس .| ۱۳۰ + ث 
۰ ۶ ص ح ] ۶ س > => ۱ 
س + ۳ ۲ بسن + ۳ سب 5 ت 
۰ئ وص دعي ۷ڑ ۲س او "وس و رس -۲)" روس +۲) + 
۽ سم () نضع : ع = من اعم ا بن ساع اعم ۱ وس دءع 
= > + اث المقدار = [(ع +۲ ع۶۳ع -1(ع + ءع دوع عع 
باستخدام التعويض المناسب أوجد التكاملات الآتية : = [وع” + Es:‏ +وع وع 
(۶) | س رن ۳۰ ] وم (0 امن وين ۲۲ ء س - + ع + دع + ع + ث 
(9) سو رسن -۱) ءس (۷) سن راس + 5 ع بن = لياع رمع + Er‏ +.۳) + ث 
١ ۲‏ 1 ۳ 1 
(۸) | ( س -۱ )اس + | ۶س = لچ( س -۲) [0 (س-۲) ٤+‏ زس -۲) + .۳] + ث 
(۹) سس + سم )ءوس 0 ام ع بن - رس -۲) [و س"- .۲ س د اص - 2۸ +.۳ ]بت 


س + ۲ 1 
= چ( س -۲) ( ۵ س + وس +۲ ) + ث 


() 1 ست ءس e‏ ء بن 





E 


۳ 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 











(3) نضع : ع = س' | 2 س = ع + | ۲۰س ءوس داعيم = ل رع ع + 2ع +دت 
هس رس -۱) وس = [سآ(س۱-۲) ( ٣س‏ ء۶ س ) = لچ ع( 0ع - و۳ع + سو )بان 
E)| +=Eء‎ E (1+ E) | + =‏ +ع) ۶2۶ = لچ (س' + ۳ ) (وس؟ مس + م )+ ث 
-+ (ع +چع )+ث -+» جع (۷+6۱) +ث |( نضع : ع = ۳س +ع ۰ ۶ع -<٩س‏ ءس 
= چرس -۱) (٩س۲‏ 1+ ۷ ) + ث + المقدار ۹ے ہے = + گیگ = لو | ع | + ت 
د جو رس ا نوين" جر دك = + لو ٣|‏ س" + |[ + ث 
(۷) نضع : ع س + ع . س سے عع اوسن عع وع ۴ نضع : ع = س + | إەہعے ے سن 
. المقدار = ] (ع -8)ع Es EF x‏ - [(عع ‏ ممع )مع 3 . المقدار = [ ا ه53 1( - (-)۶ع =ع لو اع | + ح 
= دع - دع + ث = یع (۳ع - ۴ )+ ث = س + | الو | س +۱ |+ اها س لو اس +| |+ث 
= چرس + ) (لاس م )اث حي 00 نضع :اع = س - | س = ع +ا وس داع ءع 
8 ضر :غ د ص ۱ ے سے | + ومن عع ع : المقدار = 1 كك 6۲ 6۶ = 1(مع+1)ءع 
المقدار = 1 [(ع-۱) - ا ]ع 6۲ 2۶ = اع" بیع + ث = چ ع(ع +1 )+ ث 
دارع -6۲۳) 6۲ ۶ع-<۶۳(۱ -6۶) ۶۶ = باس | (س ٩+۱‏ )+ ث 
 _ 6 =‏ ع دث- تع (وع_ - )+ ث = ماس -۱ رس + ۵) + ث 
Seu E‏ 0 "مم 
(۹) نضع : ع = س + ۳ . سا ے ع ۳ ۰ ۲س وس عم ٠‏ المقدار - + 1 عل برع وع = ‡+[(ع'+ :ع +)وع 


. المقدار = ج [[س'] (سن؟ + م ) (ع س وس ) = + زجع" + 5ع" +ع )+ ث 


= + 1(ع -۳) ع ۶ع = + [إرع -وع"+دوع)ءع = دير لل ع( سرع +ع +0 ) + ث 


کے 6 


5 
احمد التننتومی 









التفاضل و التكامل ( لا ) ثانوی 











کے ۳ ۲ 
= خ٣‏ س | ( ۱۴ س' + ۸ س + ۸ )+ ث (۲۳) [ لو س ءس (f5)‏ | زلى بسن ) ع بن 
= لد را س | ( ۳ س + ۲س +۲ )+ ث ۲ ۲س 
۰ م (۲0) | لو من تب (3) | (س +۱) 2 ۲ ۶ س 
(۱2) نضع : ع = 2 عتمم = ع س ھ ع بن بن 
۳ 1 
“. المقدار = ۲ ۲-1 س ھ ‏ وس < ال ]ءع (۲۷) | س ( لو س) ء سس 
۱ الحل 
ے ا رش لماك 0 تن 
+ ی + > هش + (1۹) نضع : ص = ع س ٠‏ وع ےھ ءوس 
(00) نضع : ع حامق "+ سس ۰ ءع =( ۲ +۱) ۶س ۾ ۰ ۶ص ے و ۶ س ٤‏ ع = 
٠‏ - (م ۳ ؟ سس ؟ من 
۳ ۱ عع ا - س 3 :. المقدار = 5 سن × جه -] پچھ دوع وس 
. المقدار = - | 2 = لو اع | +ث = -لوراه + س اص+ٹ کے 


۳ من ٣‏ سن 
۳ س ۵ ۲ |2 ۶ س 
٣‏ من 


5 / 
۲ بس ۸۵ x‏ 2م +ث= ۲ ٤‏ سھ ده + ث 


. 
= ج ( لو ه س ) + اث 








حل آخر = ( ۲ س-۱) ۵ + ث 
ا 0 ۱ _ ا _ ۶س 
تفع  :‏ = لقره سا ۶ ۴ هبن × مر سس بن (ی نضع : ص = اس" وع د «(۲س) ءوس 
:. المقدار = 1ع عع = +ع +ث ال (لو مس )+ ث 2 
۳ / ۱ 1 ع دع رھ =9 
(۱۷) مثل (3) » المقدار = [ (لو س) ( لو س) ء سن = + لو س) + ث / 


۱ 
. المقدار = ال ين ۵ ”اس ھ ءس 





(0۸ مثل 0٦(‏ ۰ المقدار = 1 تسس ( لور س )وس = لو | لو س | + ث 7 7 
۱ 7 = دين ۵ ل ۵1 ۲(۷س) ۶ س 
باستخدام التجزی المناسب اوجد التکاملات الاتیه : ۱ 
ا = من و” و ب+ث - طرس۱-۲)ه ۲ +ث 
(09 [ ٤س‏ م۳ ءس (۲۰) ٦س"‏ ۲ ءس ١ ١‏ ۳0 
(۲۱) نضع : ص = مس 6 اع < ۵ ع س 
۲۷ | وس ۶ بن ©( | سس" لو س ع بن ۽ ص = عا بن ؛ 2 لے ی 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 








. المقدار  -‏ ل 7 رل | ريق ١‏ 
9 > من له + | 2 ۶ س .٠‏ المقدار ‏ س (لو س) - ]بن لور من + ٣س‏ + ث 
e 1‏ و اه ١‏ 
> سن 2 - + 2ف + ث = سن [ولو س) - ۲ لور س + ۲ ] + ث 
5 0 
ح۵ ESI‏ یتابن (۲0) نضع : ص = لور س ٠‏ وع اين ءوس 
۲ 2 ۲ ۱ ۱ 
۰ ل ۶ مين 4 ثم ع 
(۲۴) نضع : ص = لو س 6 وع <س وس - ہے 
۱ لل = د میس E‏ ڪڪ 
۶ بحن = ۶ سس ٦‏ ع = سے ہں؟ 1 ا 7و 3 + بن + ت 
= بن بن ث = _ ہے!ہ + + ك 
. المقدار + س؛ لو س ص1س ءس 2 س ( کو ۱( ث 
و ۶ ۱ ر ص = رسن + ١ا)‏ ۶ = ۶س 
= + س لو س - ل س + ث ۱ ۲ س 
۱ . عاض جاع زس +۱) ۶ س ع =9 
= بج س رع لو س -۱) + 
2 . المقدار = ل رس + و) ۵ - رس بل ها 
و ۶ 
(۲۳) نضع : ص = لو س' ٠‏ وع - ١‏ ۱ اس اف "۳ 
۱ و لایجاد : + ۱ )۵ ۲ 
“. المقدار = س لو س' ‏ ] ٣‏ ين = س لو س' - عبن + ث نضع : ره = س + | > ءل = ۶ س 
= س(لو س' ۲۰ ) + ث یب = ۶ من 14 لى = < ۵ 
۲٢ ¥ >‏ 
(۲۶) نضع : ص = (لو س) ب وع - سس CI‏ ویس درس و مه وس 
۰ عاض = ۲ لو س ا يب عا ين خ = 
۳ = ل (س + ا )) و د و دث 
“. المقدار = س (لو س) ۲ ] لو س وين 40 ٠‏ بالتعویض فى ينتج (ا) : ۱ 
و لایجاد : | لور س ء س 
- ؟ من بن 
نضع : ره = لور س ٠‏ ےلیم - ءوس . المقدار = و رس + و NEED‏ جلو ت 
وه اس عم ۱ سے 
بن ۶ س له = س = +[ رس +۱ رس +۱ d+]1+‏ 
| لور سس وين = بس لور وس - | وين = س لور من س + ث - ۲۰ ۲ 
> بالتعويض فى ينتج (ا) : 5 و ( ۲ سن + 2 س + ۲ - بن ۲ + |( + ث 
= ها (۲س۲+۲س ١+‏ )+ ث 


۲ 








تفت التفاضل و التكامل ( "ا )_ثانوى 











(۲۷) نضع : ص = (لو س) ا ےتسس ۱ 
وف مه رہ ادس هو : س اس +1 ۰ آوجد معادلة المنحنی علماً بأن المنحنى 
عا جه هه ۱ 
:. المقدار = چ اس' (لو س) - 1اس لو س ع سس (D‏ يمر بالنقطة (۰۰ م ) 
و لایجاد : | من لوم س ء س الحل 
× ميل المماس - گا = س بن +1 
نضع : ره = لور س > ءلم = بن ۶ س 8 
3 ۱ 79 :. ص = ]س اس +ا ءس = ] ( س +۱-۱)(س +۱) عس 
اون یل وس مر ل چس ۱ ۱ 
١ + > 5‏ - + ۱ 
| من لور ين ءوس = ے ين لور س - سح | ين وين 3 ص | ( س جس زس 08007 
۱ سم 1 7 ت 
= + ين لور بس - + س' + ث ۱ ورس ۲ ۱) - م رس ۲ ۱) ۲ 
٠‏ بالتعویض فى ينتج (ا) : ٠‏ » المنحنی يمر بالنقطة (۰» جو) *" م = ج -۲ + ث 
:. المقدار = سے س؟ (لو س) - ج س لور سس + + س' + ث و منها : ث - | .ا ص = ے (س + دس + + | 
5000 5 ۱ ۱ 
1 002000 : 1 ھا - ۲ لور سس +۱ ) ۷ (۳۰) أوجد معادلة المنحنى ص = د ( سں ) اذا كان ٠‏ 
اجب عن الاسنله الاتية : 2-7 7 9 
(۲۸) آوجد معادلة المنحنی الذى يمر بالنقطة ۲ ( ۲ ۰ ۳) و ميل العمودی و = (بسی + ب حيث  :‏ » ب ثابتان و للمنحنى 


انقلاب عند النقطه (. ۰ ۲) و قيمة صغری محلية عند النقطة 
ا (1 ٠‏ ۰) ثم أوجد القيمة العظمی المحلية لهذا المنحنی 


ميل العمودى ہے ۳ _ بن 2 میل المماس را ۳ - بن بن - ۳ انح 
۲ 
۶ لل . عندما : ہس = . 


عليه عند نقطة ( س › ص ) هو : ۳ - س 








۱ ۱ 
. ص - اس ءس > لوراس ب ۱۳ + ث × للمنحنی نقطة انقلاب عند (۲۰۰) .. سل - 
٠‏ “ المنحنى يمر بالنقطة (۴ ۰ ۳) .. ط دلو 1+ ث 6 2م يا . لاپ می ہت 
و منها : ث ح ۳ ٠‏ ص = لو | س - ۳إ + ۳ :. كل = ] إس وس = ل زيش + ث 


۰ ٭ للمنحنى قيمة صغرى محلية عند (۰۱ ۰) 








۰ _. ۱ 0-3 4 3 ۱ 
ہس .= حم + ث و منها : ث = - ج ۲ 
۶۶ جح د 1 1 
حك = ج اس  -‏ ۲ 


. ص = 1(+(س - +(۶)۲س = ۲( س 
۰( 


> ٭ المنحنی يمر بالنقطتین : (. ۰ ۲) ۱(۰ ۰ 
۵ دم م دو 

.ا ص = بس" وين + ۲ 
ص" = ببس" ۳ 
ص“ = ٩‏ س 

بوضع : ص" = . ١‏ اين" _ ۳ < . 
و منها : من = | ۰ س = - | 


// 
> “لاص ای <. 
“. عند : سس - | توجد قيمة عظمى محلية 
و هی :[ص] __ - ا+ط + ۲ -ة 






التفاضل و التکامل ( لط ) ثانوی 





, - ۲ تکامل الدوال المثلثية 
وس + كا ہم ( حا س ) = حتا سن پگ (حتاس )  -‏ حابس 
- 


5 ۱ 3 8 0 
وس (طاس ) - قا س وس (طتا س )= - قتا س 


7 ۳ ع 
گے ( قا س ) = قاين طاسں اج 


ع من تب ( قتا س ) = قتا س طتا س 





كما بالجدول التالى : 





ملاحظة هامة : 
نلاحظ عند تعميم الصور القياسية للتكامل أن : 
(ا) عند إضافة ثابت إلى المتغير المستقل س فان : ذلك لا يؤثر على 
صيغة التكامل 
)٢(‏ ضرب المتغير المستقل س فى المعامل (۲) مثلاً فان : التكامل 
يحتفظ بصيغته السابقة إلا أنه يقسم على هذا المعامل (( ) 


11 








و نجد أن : 7 
) الصورة : سس“ ۶ سی = و بت 
له +۱ 
ھی د زوس بدي وس سد و بن 
حيث : ث ثابت اختيارى ء رہ عدد نسبى سے - | 
۲) الصورة : | حا سن عو س  -‏ حتابن + ث هی : 
[هحا((س + ب) ۶وس - - ل حتا (مس + ب) + ث 
حيث : ث ثابت اختیاری و بالمثل باقى الصور 
نذکر آه : 


3 


۲ ۲ 





۰ ۲ كر 


(۳) حا ] س = ٢‏ حاس حتاس 
و منها : حاس حتاس = 2 حا٢س‏ 
(5) حتا ۲ س = حتا س - حااس = ۱ - ۲حتا س 
= ۲ حتا س - | و منها : 
۱( حتا سس - حااس = حتا۲ س 
(f‏ حا س = + - + حتا؟ س 
۳( کا یں = لے + ج حتا۲ س 





التفاضل و التکامل ۳ ثانو ی 


اجابة حاول أن تحل () صفحة ۱.۷ 


آوجد : (0) [ ( حاس + قاس ) ع سس 
(ب) | قا س ( حتا س + طاس ) ۶ س 


(ح) | قتا س ( طتاس - قتاس ) ۶ س 


حتا س 
سس لے ع جسن 
الحأ 
(م) المقدار = حتاس + طاس + ث 
(ب) المقدار = |( جتاس + قاس طاس )ء بس 


حاس + قاس + ث 


1 5 ۳ 
(ح) المقدار = 1( قتا س طتاس - قتا س ) ۶ س 
= قتا ہں + طتاس + ث 


۲ أ حا 1+ حا 
() المقدار = 1 - 2 ماه سس ) 
= | ( ۱+ حاس ) ۶ س 


مس - حتاس + ث 


اجابة حاول آن تحل (۲) صفحة ۱.۸ 
0 
آوجد : )١(‏ | (حا۳ س - قا ]بن ) ۶ بسن 
جھ 1 
(ب) ۱۱ قاع س ( طاعسن + حتا ۲ س ) وين 


(ح) 1 [ ۱ + طتا (۳س -۱) ] ءس 
جارس -۳) 
!- حتا(۲ س - ۳ ) 


| ¢) 


۶ سن 


(م) المقدار = < حتا۳ س - ± حتاع س + ث 
(ب) المقدار = ] ٦(‏ قاع سس طاع س + 1حتا۲ سن ) ۶ س 
٩ =‏ × لل قاع س +1 × + حا۲س + ث 


= ۳ قاع س + ۳ حا؟ س + ث 


(ح) المقدار = 1[ طتا (۳ س -۱) ] ءس = ل قتا(ط س -۱) + ث 


۱ |- حتا (۲س - ٣‏ 
(م) المقدار = | یں ہا وس 
= | [ ۱+ حتا(۲ س - ۳ ) ] ۶ بس 
حابن + < حا(۲ س ‏ ۳) + ث 


إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۱.۳ 
آوجد معادلة المنحنی المار بالنقطة (۰۱ - ٢‏ ) و ميل المماس له 
عند ای نقطة رس .ص ) واقعة عليه هو : 
كك = ٣‏ پر حتاس - 7۲ جاع بن 
الحل 


و عض 5 
ہہس = فا7 حتا7 من 71۲ حا7 س 


> ص = ۱( 7۳ حتا7س - 7۲۲ حا7س ) ۶ س 
= ۳ حا7 س + ۲ حتا7س + اث 

. ۰" المنحنی يمر بالنقطة ۰۱۱ - ۲ ) 

٣ .“‏ = ۳ حا7 + ۲ حتای7 + ث 

. دم < ۲ + ث و منها : ث = صقر 

+ معادلة المنحنی هی : ص = ۳ جاع بن + ۲ حتا7 س 


ا 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 


حل تمارین ( ۶ - ۲) صفحة 8 بالكتاب المدرسى 


آختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
1 





() إذا كانت : ےگ = قتا س » ص = ۲ عند س = ۲ 7 
فان : ص = .... 
(0) - ۲ - طتاس (ب) ۲ - طتاس 
(ح) - ۳ - طتا سس (۶) ۳ - طتا سس 


پچ ا رر 


حا ]بن + اث (ب) بن + ۲ حا۲ س + ث 


۰ 
(ح) س - + حا]س + اث (ع) س - حا۲س + ث 





(ح) ‏ قا س + اث 
(5) | (۳س + ۲ ) حاس وين < . 
(() (۳ س + ۲ ) حتاس + ۳ حابن + ث 
(ب) -(۳ س + ۲ ) حتاس + ۳ حابن + ث 
(ح) (۳ س + ۲ ) حتاس + ۲ حابن + ث 
(۶) - (س + | ) حتاس - ۲ حابن + ث 
الحأ 
() ص = 1 قتا س عبن  <‏ طتاس + ث 


1 









نت التفاضل و التكامل (۳) ثانوی 





١ 5‏ ۱ 1 5 ۲ 
> ص = ۲ عند س = 1/32 ۰ م = طتا< 7 + ث (۱۷) | (حتا س + حتاس ) ۶ س 


۳ ۲ = | + ث و منها : ث = ۳ ۰ ص  <‏ طتاس + ۳ 5 ۲ 
(۸) | (حاس + قاس ) ء سس 
(0) ٭ حتا۲ س = ۲ حتا س - | :. ۲ حتا س = ۱ + حتا۲ س ول" 3 
۳ ۶ 
> ص = ]| (1 + حتاعم س ) ۶ س = س + ل حا٢‏ بن + ث (09 | ) سی ۲ بن ) می 





الحأ 
(۳) [ قاس طاس ءس = [ قا بن ( قاين طاس )ءس (0) ۳۱,1 حتاس ءس = ام حاس + ث 
۳٣٣‏ 7 ا ٤٤‏ 
= | قا س (قاس ) ءوس = + قا س + ث () | قتا (۳س + ۳) ء۶س = - ۲ طتا(۲س + ۳ ) + ث 
(5) نضع : ص = ۳ بس + ۲ ١‏ وع = حاس ءس ن۷) | طاس حتاس ء س = | حاس وين ا حابن ل ث 
ن = عسل ۱ تیان 8 (۸) 1 اس هتاس ء سن ‡ [ جام سن وس =  -‏ حتاع سن جات 
۰( س +۲ ) حاس وين جح ( ۳س +۲ ) كاسن - 1 1 ع ۳ 
٣+‏ 1ختاس وس ( ۳س + ع ) حاس + م حاس +اٹ 88( 1 (۱+ طا س ) حتا س وس = 1 قاس حتا س ء س 
۱ ۳ = | ء س د س + ث 
اوجد التكاملات الاتية : 1 ۳ ۳ 
35 0(۳ |(حاين ‏ حتاين ) ء ين = [(حاس + حتاس +۲ حاس حتاس) ء بن 
(0) | ,۳۱ حتا سس ء بن (() | قتا (۲س + ۳ ) ۶ س = إ(! ‏ جاع س )ءس = بس + ل حتاس + ث 
(۷) | طاس حتاس عبن (۸) | حاس حتاس عبن / ۱ 
۰ . (!1) | حتا س حاس وين = -[حتا س ( -حاس ) ۶بس 
طا حتا 1 
(۹) 1 (۱+ طا سن ) حتا سس ء سن ا ب 
حا ۔ حنا 0 
0 1 (خاس - حتاس )أء سس ۱ و اما سی اس + ما ی ج 
(۱) | حتا سس حاس ء س (۱۲) | حا س حتاس ء سس (آ0 [س حتاردس" + و) ۶ وس = ل [1حتارس" + ۵ )( ۴۳ س')ءس 
۲ ره ۳ 
(۱۳) | س حتا(رس + ۵) ۶ س - ۶ حارس + 0 ) +ث 
0 
(۱۶) | (۳ + حاس ) حتاس ۶ س ۱ (15) [(۳ + حاس ) حتاس عبن = ل (۳ + حابن ) + ث 
0 حتا س - 5 0 0 
(۱0) | قا س طابن ء بسن )| سس وس 8 1ق س طاس وین د [ قاس قاس طاس وين - قا س + ث 





و 






1۹1 التفاضل و التکامل ( ا )_ثانوى 





۱ 7 7 2 
((۱) | (حتاين ‏ 5 قا س )ءوس = حاس - 5 طاس + ث بالعلاقة : ۲ س + ل قا + س 
(۱۷) ۱( 2 + ل حتا۲ س + حتاس ) ء س الحل 
= چ س + + جاع س + حاس + اث ٠:‏ ميل المماس = يد = ۲ س + + قا + س 
.۰ 1 5 1 چس 
(۸) | (حتا س + قا س + ۲ )ءوس › " حتا س = ے + < حتا۲ س ۰ ص = ۱1 ۲س + ل قا ل س )ئءس حابن +طاد س + ث 
۰ 6 أ رم 7 + هب ہے عد ۷ و ۲ 
. المقدار = 1( ۶ + < حتاع س + قا س ) ۶ سن > ۰" المنحنی يمر بالنقطة ( 742 ۰ + + و) 
٠ ۱ 2۰:‏ 1 1 
= + بس + ج حا٢س‏ + طاس + ث ٠‏ ےر + و = دع + طاد ع + ث 
)٩(‏ 1 (طا س + ٢‏ حا س ) ء س ۳ ب ہے رت 
ف“ گر + 9 ع گر + ۱+ ث ومنها : ث - ۸ 


ل 
= 1[(قا س -۱)  !(+‏ حتاع س ) ] ۶ س :. ص حابن" + طاے س + / 





۰ 
۳ گا ہن ب چٹا٣‏ من 6 یں د طانى ے = ها ہن لٹ ہے 7-0 سس 
1 ( ۲ (۲۲) منحنی ميل المماس له عند ای نقطه یساوی  :‏ قتا س حيث : 
أجب عن الأسئلة الآتية ٠‏ جاو بإ دة ¥+ ھ + جه بے ۱ 

جب ع سئلة الاتی ۱ ۱ ثابت فإذا كان المنحنی يمر بالنقطتين 72-١‏ »2 0 ) ۰ 
(۲۰) اذا كان : ج25 = ۷ - حا بن أوجد ص بدلالة س ١‏ 3 | 





اذا كان + ص = م عد من = . ( ۲ ٠»‏ ۱) أوجد معادلة المنحنى 
اللا الحأ 
ص = 1( ۷ - حا۲س) ء س = ۷ س + 2 حتا۲ س + ث ٭ ميل المماس = گك = ١‏ قتا بس 
»> "۰ ص = ۵ عند س -, ^ 0 = ۷ × .+ + حتا. + ث 2 ص = 1( - م قا س) ءس = ا طتاس + ت 
و منها : ث = م ل - ± .ص = ۷س + لل حتا۲س +± > "المنحنی يمر بالنقطتین (1 ۰ ۰7۲۰0۵ ۱) 
أى أن : ۲ ص = | س + حتا۲ س + ٩‏ . ۵ = م طتا 7 +ہٹ 8 6ح +ث () ۰ 


| - م طتا ۲ دث ‏ ۲-۱۰ + ث O‏ 


5 ۳۳ چ چ + ام ےہ 1 

۱ ) 9 + r+ r+)? اوجد معادئه المنحنى الدى يمر بالنقطھ‎ (TD 
۲ < ۳ ۰ ۳ = بجمع (ا) » (۲) ينتج : ث‎ hit کا دی‎ ١ 
ذا كان ميل المماس له عند نقطة رس ؛ ص ) عليه یعطی ابی دايا‎ 


۸ 


اکم الشنتورى أحمد ااا اعمد الشتوہی 








۳ 


للرياضيات أحمد الثنتتومی التفاضل و التكامل ( "ا )_ثانوى 
٤‏ سر التكامل المحدد تكامل د (سس) بالنسبة إلى ہس من ۲ إلى ب › و هو عدد حقيقى 
سا ) الحدان العلوى و السفلى للتكامل المحدد أى على العددين ۲( ء ب 
تی 
00 الترتيب 
) من تعريف التكامل غير المحدد : 0 سر الدالة د 
بت / کے + 
ص = | د (س) ۶وس = د(س) + ث (0) رمز المتفیر س یمکن استبداله بأی رمز آخر دون أن يؤثر ذلك 
حيث : ث ثابت اختيارى لا يتوقف على س 2 و وجوده ضرورى على مقدار التکامل أى : 
ٹیشتمل التكامل على جميع الدوال التی معدل تغيرها هو د (س) ۰ 0 
و على ذلك فان : التكامل غير المحدد لا ينتج قيمة معينة للمتغیر س .> ,| درص) ءص = ,| د(س) وس 
۳( اذا كانت قيمة التکامل عند :سس = م هی : ۲(۰) + ث 3 = ,1 ع (س) ع ع 


وو E‏ ب) - ت (ه) بالصورة : 
[ت (س) ال أو تسار 





و قيمته عند :س < ب هی : د(ب) + ث 
-. الفرق بين قیمتی التکامل عند : س < ( ۰ س < ب 


= د (ب ) - )۲(٩‏ 
و هو قيمة معينة ( مهما كانت قيمة المقدار الثابت ث ) (5) يمكن الحصول على التکامل المحدد بایجاد التکامل غير المحدد مع 
و یرمز له بالرمز ١ا‏ د (س) ن جنگ إهمال ثابت التكامل ثم التعویض عن المتغیر بحدی التکامل 
یھمل ثابت التكامل لان : 


د 2 سح ذف _ د , 
ا اص ہی ك۶ | 1 دذا(ہں) ۶ س = [ت (س) + ث ] 
= [ ت( ب ) + ث ] - [ت () + ث ] 


النظرية الأساسية التفاضل و التکامل ۰ 1 1 
فى = ت (ب)- ت(() + 


اذا كانت : الدالة د متصلة على الفترة  [‏ ء ب ] › و كانت : ت ت (ب) - ت (۲) 
۲ 55 5 ۳ 7 اد = ت ۱ب ) ات 
ای مشتقه عکسیه للداله د علی نفس الفترة فان : (0) تطبق جمیع قواعد التکامل غير المحدد و جدول التکاملات القياسية 
,| درس) ۶بس = ت(ب) - ت (۲) عند ایجاد قيمة التکامل المحدد لدالة متصلة 
ملاحظات ۰ فإذا كانت : د ۰ مر دالتين قابلتين للاشتقاق على فترة ما فان : 
(0 ,1 ك درس )ءس = ل ,| درس )۶ س 


(۱) یسمی ا د (س) ء سس بالتكامل المحدد و يقرأ : 
۱۹ 





ا 


ا الننننتومی أحمد ااا أهمو القنتم» 


ا 





حیث : لے ثابت حقیقی ال . 
0) ,1 [ درس )+ م (س )] ءس = 
,1 درس )ءسسن ± رم (س )ءس 
اجابة حاول أن تحل () صفحة !۱ 


1 ٤ 
اوجد : (0) _ | (]سن + ۳ ) ءس‎ 
(ب) [ ره ءن‎ 
الحل‎ 
(م) المقدار = [ س' + ۳ سا‎ 


)£ +1( ۱ ۳ - ۳+۷۱ - ۱۳ 
(ب) المقدار = ۳ 1 بم + 5 ) ءرہ 


r+ 


la: (ج)‎ 


حتا 0© ء 0 


- م ۲ ۲ [(به دی ]۲ = ۳(1 - ۲) =1 
(ح) المقدار = [حا 0 ] ,, ١١‏ -(-۱) ۲ 
اذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [ (١‏ ۰ ب ] فانها تکون قابلة 
للتكامل على هذه الفترة 
ملاحظات ٠‏ 
(۱) كل دالة متصلة على فترة ما تكون قابلة للتكامل على هذه الفترة 
و لكن ليس كل دالة قابلة للنكامل على فترة ما تكون متصلة 
على هذه الفترة 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 





6) إذا كان : ح 3 [م ء ب ] و كانت د (س) غير متصلة عند 


س = د فإنه لا يمكن إيجاد : ,| د (س) ع بن 


الفرق بين التكامل المحدد و التكامل غير المحدد : 


هو المشتقة العكسية للدالة 


د (س) و ينتج عنه مجموعة 
من الدوال تختلف فقط فى 
ثابت التکامل 
|د (س) ءوس - 
| د (س) ء س = ثابت 
خواص التكامل المحدد ٠:‏ 


إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [ (١‏ » ب ] ۰ سح 3 ۲۲( ۰ ب[ 


۹ 1 ب 

(0 |[ د(س) ءس = -,] د(س) ء س 
۲ 

(۲) ,| د(س) ءس 


(۳) ,1 د(س) ۶س = ا د(س) س +[ دس) ءوس 








إجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۱۱ 


إذا كانت د دالة متصلة على ج ٠‏ 1 د(س) ءس = ۲00 ۰ 


٤ ٣ 
د(س) ء وس = - ۱۵ أوجد : ا د(س) ءس‎ [ 
الحا‎ 


1 درس) ءس = 1 درس ءوس + 1 د(س) ءاس 


٢ ٢ 


| 1 درس)ءس  -‏ 1 درس ءوس 


2 1 د(س) ع بن 
1 درس) ءوس + 1 درس وس 


۲2۰ = 1۵ - ۲۵۵ = 


اجابة حاول آن تحل (۳) صفحة ۱۱۳ 
۰ ۲ 
اوجد : () _ ,| اس + || ۶س 


(ب) .| اس"- ع | ۶ س 


الحل 
× د(س) = بسن" - 5 
7 س + | ٠‏ اس > | ۳ ۳ 
٠ )((‏ | س + ۱1| < 0 - u‏ . المقدار = ۲ (] ز(ز-۔س'+ی) عس + ] (س' ع ) ءس ) 
المقدار - 1( س-۱) وس + 1 (س +۱) ۶ سن ۽ س +وس ] +[ س - وس ],) 
lL. - (۸+ IE le e‏ 
- [1(- + +۱) -(-۸+) ] ۶ھ 7+0 
+( +۲) -(-۱) ]دی + + 1 
أحمد التشتورى -<(ظً_ع (ط_« امد التقتتومى 


4 





(ب) د(س) = س'۔-۔ع =( س +۲)( س )٢-‏ 


أى أن 
ای أن : 
١.‏ (س'؟۔ی)ء سن + 1( س + 1)ء سس 
+ 1 رس'۔ی) ء س 
= [ + س" وس ] +[ 

+[ دس" وس ] . 

] )۱۳ + ٩-۱ (A+ 
] )۸ - $) )۸ + 
] ) ۸ ± (۱ ) 1۴ -٩۹([ + 


التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 


: د (سس) = س' + 5 


مس" + و س . 
















م 


م 


۰ المقدار 





خواص الدوال الفردية و الدوال الزوجية فى التكامل المحدد : 
() إذا كانت الدالة د متصلة و فردية على الفترة [- م ۰ ] فان : 
۱ 
| د(س) عبن = . 
)۲( اذا كانت الدالة د متصلة و زوجية على الفترة [ م ۰ ۱۱ فان : 


| درس) ءوس = ۲ 1[ د(س) ءوس 


اجابة حاول أن تحل (ع) صفحة ٤اا‏ 
۱ ۳ يج 
أوجد : () | س ٣٥١‏ - س'؟ ع بن 


(ب) _ 1 س" اس +۳ وين 


الحأ 

)۳( لمقدار = ۲ 1 (۲۵ - سا ) ۷( ۴س ) ۶ بن 
د - [ r)‏ -سا) ]. 
= - ۰( 12 - ۴۵ ) = كد 

حل آخر 

نضع : ع - ۴۵ - س' عم = ۲ س ۶ س 


و عندما : سس = . فان : ۶ < ۳۵ .۰ 
و عندما : س د ۳ فان : ع - 1 


- 1 ( ۴۵ -س؟) «(-۲س )ءوس 


6۶ 6 1,+- 6۶ 6 lT 


= ۳0 
= چ [ EF‏ ]. = #۶( ۱۳۵ - ۹۶ ) - يد 
(ب) ۰ د(س) = بس"راسآ+۳ دالة فردية . المقدار = صقر 


اجابة حاول أن تحل (0) صفحة ۱۱۵ 





5 ۳ بس 
اوجد : () | الس وس 


1 
(ب) ‏ ۱۰ ( + پر حتا ]سن ) ۶ س 
الحل. 
١‏ سے اڈ ۷ ۷ 4 
3 () “ درس = بم دالة فردیه “. المقدار = صفر 


(ب) ۰ د (س) = ۶+ 7 حتاع سس دالة زوجية 








1 
:. المقدار = ۲ ] ( 2 + 7 حتا ] س ) ۶ س 


1 
۳٣ء‏ س +۲ حاوس ] 


۲ [ ۶ ۲ +۰ (.-ع)] - ۸ 7۲ 


اجابه تفکیر ناقد صفحة ۱۱۵ 
() إذا كانت د دالة فردية متصلة على [- ۰۳ 0 ] 2 
0 و ب 0 
۰ د(س) ءس = ٩‏ ماقيمة : ,]| د(س) ءس ؟ 


(۲) اذا كانت د دالة زوجية متصلة على [- ۰2 5 ] › 


.ا د(س) عبن < .۲ 1 درس) عبن - | 


۳ ۲ 
ما قيمة ٠‏ 7 
2 : | دس) ءس 

الحل. 






التفاضل و التكامل ( ۳ )_ثانوى 





(0 ۰ د دالة فردية ۰ .1 درسن)ء سن = ا د(س)ءس + 1[ درس ء وس |[ () < د(س) < | س | دالة زوجية 


. 1 د (س)ء س = صفر ٩+‏ = ۹ ۵ د(س)ءس دع 1 س ءاس = ۲ 1 1w‏ 
©( ۰ و دالة زوجية 0 1 د(س) 55 دع 1 د(س) و ہس - ۲ [ ) 8 سے جو 2 
0 ۳۴س ء سس و منها : ا وين - | أوجد التكاملات الآتية : 
2 ]1 د(س)ءعس = 1 د(س) ع ہس + 1 د (س) ء سس )۳( ا سس ۶ جسن )2( 1 ( س'_ 3 ( ۶ سن 
= .۷ + 1 ا )0( ٦ری‏ +۱) ءوس )1( 1 سج 
۱ 3 م - سه 


8 1 اس ر(رس'؟۔ ٣س‏ ءوس (م) | سن" اس +۱ وس 
حل تمارین (5 - ۳) صفحة ۱۱ بالکتاب المدرسی 


آختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 





٤۹‏ 1 | س- ۱ ءوس () 12 س(س + ع ) ءوس 


() إذا كان :_,1 د(س) ء س = ۱۲ ۰ ,1 د(س) ءسن - ۱۷ () 1 آس‌راس +۱ ءس 0 ۲۲1 جاجع ۶۶ 
فان : ,1 د(س) ءس = .... (۳) 1 طاع قا ع ۶۶ (۵) 1 (۲س - 2۷ ۳) ۶ س 
(0 - ۲۸ (ب) - ۶ (ح) ۶ (۶) ۲۸ الحل 
(۲) إذا كان : د (س) | س | فان : 1 د(س) وين = .... () 1 س" ءس ۔[+سئ] = + رام ۔-۔)۔م 
() - ۱ (ب) صفر (ح) ۲ (۶) ۶ © 1 (۳س۲-۲) وس = [ س" م س ] 
الحك. = ( لام 71( - ۲۱ ۲) - ۲۱ +۱ - ۲۲ 
() ۰۰ 1 د(س) وس =[ د(س) وس + 1 د(س) وس ۵ 1 (+س +۱) وس = +« 2 [( وس +ا)]' 
1 د(س) وس = 1 د(س) وس - 1 د(س) ءوس = ل رورسم -۱۰) = x}‏ ۲:۲ - 1۸,۶ 
= ۱1 - ع( - 5 
۲۳ 


اک الشنتورى أحمد ااا احمد الشتوہی 








التفاضل و التكامل ( ۳ )_ثانوى 








رو ۸(1 - یں اعم -- ] وم - ی یں Tl‏ رس ليد 
-[-ع(م ی" ]' = ۶ FF)‏ =<( - 2 (م-.)- YF‏ = ۷,5۷ 
- ۲ (۳۱۸۲-۲ ) = ۶ ۶را۳ 0 1 جاجرعءع - [- ۲جتاع » ل ] 
(۷) 1 س (س'-۔ ۳۴ ) وس حال إ رس'۔٣)‏ رح س) ءس =  -‏ (جتاج - جتا۔ )اک )١-+--(‏ = گے 
= + ؟[رس-۳) ] ۔پ را+ہ)۔ ف = اس“ طاعقاعءع -[دطاع  ]‏ -درطادم طا 
(۸) .1ا س' اس +۱ وس = چ 1 ومس" +ع ( م س') وس ۱ = ل (۱-.) دب ۱ 
سس جوا ]1 = + )۱-۹۱/٩(‏ = 5,۳ 8 ۳۱,۵( س - بات )وس - 1 سس - ۷ھ٢]"‏ 
© 1 اس-۱| ےس = ,1 (۱ س)ءس + ]1 (س -۱)ء س 5 = -٩(‏ ۲۵۷ ) -(۰- ۷) = 1- ۷و 
سس و سا و es lT‏ 
= را رال ]+ [رو يس رج دبع © (0) إذا کان : ,1 د(س) عسي = ۲۰ 12 ہے (س) ۶س > - ۲ 
- لل ب ال روط + الل - 5 احسب قيمة : (() 1 [د(س) + م (س) ] ء س 
0 1 س( س + 2 )وس ےا (س +ع 2 )(س + :)ءوس (ب) 1 [درس) ع (س) ] ء س 
= ,| رس +1)ءس -1 رس + ع) ء س = (ح) ,1 امن (س) ۶ سس 
= +[ رس (s+‏ ] - ۶«( [ رس +ع) ], الحل 
= لذ (٤۲.ا-۔.)‏ -(۰-۳۵) = - ۰ ووم = — 0۱۲ (0 1 [د(س) + من (س) ]ء سن = 1 د(س) وس + 1 من (س) ء س 
(4 1 آس‌راس+۱ ومن = 1 سن +۱-۱)(س + ا وس 


(ب) 1 [د(س) + من (س) ]ء س = 1 د(س) ء س - 1 مس (س) ء س 


= 1 (س +۱) ءعس - 1 (س +۱)" ءوس ۔ = .| + ۲ - ۱۲ 









التفاضل و التكامل ١‏ ۳ ) ثانوى 





















(ح) 1 ۳م (س) ءس = - 1۳ م(س) ءس = ٩-۲-۳‏ ]2 -5 المساحات فى المستوى 
ولا ۰ مساحه منطقه مستوية محددة بمنحنی الدالة د و محور السینات 


۱ ۰] 5 2 5 1 اذا كان : د دالة متصلة الفترة‎ ٦ 


٤ 1‏ جه 
8 د(سس) ۶ س = ۳ احسب یمه : نظرية ۰ 
r+ ۱1*1 ۵‏ إذا كانت د دالة متصلة على الفترة [ ۸ . ب ] . د(س) > . فى 
۶2 
)۳ (سں) حت هذه الفترة » م مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د و محور 


5 اا ل 5 : 
(ج) ,1 د(س) وس ء د فردية السينات و المستقيمين : سن = م . س = ب فان : 
۳ ب ,| د(س) ع بن 


(ح) ,1 د(س) ءس ۰ د زوجية 
ملاحظات ٠‏ 
(۱) إذا كانت : المنطقة المحددة تقع فوق 
محور السینات فان : د (سس) > . 
أى اشارة د (س) موجبة » و تکون :س 


الحل. 
)۲ 1 د(س) + ۲ ] ء س = 1 د(س) ع من + ۲ 1 ع سس 


< ۳ + ۲ [س ] دس +۲( -۰) = ۱ 





(ب) :" د فردية ,1" د(س) ء س = صفر ۴ = ,1 د(س) ءوس 
(ح) ۰۰ د زوجية  ..‏ 1 د(س) ءوس د۴ 1 د(س) ءوس (0) إذا كانت : المنطقة المحددة تقع تحت 
٣ =‏ × ۳ < 1 محور السینات فان : د (س) < . انتیں 
۱ ۲ عندما س < ۲ ۲ ای إشارة د (س) سالبة ء و تكون : 
ا کان : د (7) 7 زين عندما س > م اوجد : | د(س) ع سن ۳ = 1 د (س) ع بن 
۱ 


| ,| د(س) ءس | 
| د (س) ء س = ۲1 ءس + ]| س ءس 0 


۱ ۱ (۳) إذ قطع منحنى الدالة د محور السينات عند 
= ۲ [س] + [چ سس ل س = دح حیث :اه 3 |[ » اب آس 


دع (۰-۲) + + (1-۳1) - .۲ فان : د (س) > . 









لکل سن د [ ۸ ۰ ح ] ۰ 
د (بسن) < . لكل س د [ بپ 2 ه ] 
ہے عم بم 


= ,[ د(س) ءس + | ] د(س) ءس | 


(5) يفضل رسم منحنى الدالة المعطاة لتحديد المناطق التى تقع فوق 
أو تحت محور السينات 
(0) لإيجاد المساحة يفضل إيجاد أصفار الدالة حتى لو أعطيت حدود 
التكامل التى تجزئ مجال الدالة [ ۲ › ب ] إن وجدت إلى فترات 
جزئية لكى نحدد إشارة الدالة فى كل فترة جزئیة و بالتالى نحدد 
المناطق التى تقع فوق أو تحت محور السينات 
(9) قيمة التكامل المحدد قد تكون موجبة أو سالبة أما المساحة فهى 
موجبة دائماً لذا وضعت علامة القيمة المطلقة للمنطقة التى تقع 
تحت محور السينات 
ثانياً : مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين منحنيين 
نظریة : 
اذا كانت د . ہر دالتين متصلتين على الفترة [ ١‏ » ب ] › و كان 
د(س) > . ء ہر (س) > . لكل س 3 [۲. ب] فان : 


مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين ٠:‏ ض = د (بن) ؛ ص = ہر (سں) 


و المستقيمين : س = | . س = ب تعطى من العلاقة : 
م = ,| [دوس) ‏ ص (س) ]ءسن 
ففى الشكل التالى نلاحظ : 





د . س متصلتان على الفترة [ (١‏ › ب ] 


د(ں) > ہر (س) لكل بن د [ ( . ب ] ص 
إذا كانت المساحة بين د (س) و محور 


م ء و المساحة بين من (س) 
و محور السينات هی : ۲ 

فان : م المساحة بين المنحنیین : 
د (سن) » س (س) 3 + 2 ای أن : 





م = ,| [درس) ۶ س - ,ا م (س) وس 
- درس - مس (س) ] ۶ س 


ملاحظات ٠‏ 
(۱) نتعرف على الدالة الأكبر من خلال الرسم أو بأخذ قيمة اختيارية 
ل س تنتمی للفترة المعطاة و التعويض بها فى معادلتى الدالتين 
أو بوضع علامة القيمة المطلقة كما يلى : 
= | ,| [د(س) - م (س) ] س | 
(۲) عندما تنحصر منطقة بین منحنیین متقاطعین 
فان حدود التکامل بالنسبة إلى س هی 
الاحداثيات السينية لنقط التقاطع 
و نتعرف علیها من خلال الرسم. 
او بحل معادلتین المنحنیین جبریا 
أى بوضع : د (س) = م (س) ”من 

























(۳) إذا تقاطع المنحنيين فى نقطة حا بحيث : 
ح 3 ١]‏ ء ب[ كما بالشكل المقابل : 
و كان : د (س) > م (س) 
لكل س 2 [( . ح] › 
و كان : م (س) > د (س) 
لكل س 2 1ح ء ب ] 
فان : م = ې + ۲ 
= ,1 [د(س) د مس (س) ] ۶ س 
+ 1 [م (س) -درس) ] ء س 
6 ل 


أو : م 


و ذلك بوضع علامة القيمة المطلقة 
للاستغناء عن معرفة الدالة الأكبر 
إجابة حاول أن تحل () صفحة ۱۱۸ 
آوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنی الدالة د 
و محور السینات و المستقیمین : س = - | 
> سس = ۲ حیث : د(س) = ۳ بس" + | 
الحل 


21 ل ۳ 
المساحة = | ( ۳ بس +۱) ء سن 9 








1۱ درس -م (س) ]ءس | 


+ | .]| [د(س) - م (س) ] ء سن | 


۱ س ' + س آے 


-١- (- ) ۴ + ۸(‏ | ) = ۱۳ وحدة مربعة 


اجابة حاول أن تحل (۲) صفحة !! 


أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د 


حيث : د (س) = 0 


و المستقیم : س < 5 
,ٍ و تقع فوق محور السينات 
الحأ 


نضع : د (س) = . .. سد. 


5 1 1 
. المساحة = ۲ ] 00 وس = ۲ [ لو رس" +۱) ] 











= ۴ (لو ۱۷ - لو ۱) = على ۱۷ 


إجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۱۲۰ 


آوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنی : 
ص = ۳ + ٢بس‏ _ہں' 






و محور السینات 
الحأ 
بوضع : ص = . 80 ۳ + ]س -۔س' = . 
و منها : س = - !| 4 بن = لم 
يد ۳ 
۰ المساحه < .1 (۳ + ۲ س ا س ' )وين 


۳ 
= [ ۳ ين + بس" ل بس" ] 





























ا 


- + ۱ -)۹- ٩۹+ ٩( [ = 


اجابة تفکیر ناقد صفحة ۱۲۰ 
آوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنی : 


ص = ۳ + وين _ہں' 1: 
و المستقيمات : سن  -‏ | . بن < 5 

» ص = 

الحأ 

۰ ۳ ا 

يوضع : ص = . .۰ ۳ + ]من س < , 
و منها : من = !| ۰ س - ۳ 

و ۳ 
۰ المساحه کا (۳ + ۲ س ا بن )ع ين 


1 ۳ 
+ | ] (۳ + ۲ س ابن )۶س | 


۳ 
= سس + بسن" لآ بن"  ]‏ +[ لس + اس" + یبن" ] 


] ) 3 - ۱+ ۳ (-)۹- ٩+ ٩( [ = 


+ |[ (۱۳+ ۱ - +3 -(۹ + و ۹ )] | = ۱۳ وحدة مربعة 


إجابة حاول أن تحل (5) صفحة ۱۲۰ 

اذا كانت تكلفة تغطية المتر المربع الواحد من أرضية ممرات فندق 
بالجرانیت ..2 جنیه و تم تغطیه م ممرات متطابقه بالجرانیت کل 
منها محدودة بمنحنی الدالة د ء و المستقیمین : س < . .2 

> ص = . حيث : د(س) = ۱۲۳ - ببس" آوجد تكلفة تغطية 
الممرات الخمسة 


اکم الشنتورى أحمد ااا أهمو اقننتمی 


چا إجابة حاول أن تحل (0) صفحة ۱۲۳۲ 





۳۸ 


بوضع : ص = . ف ]| - چس = 
و منها : من = ٩1‏ ۰ ہس = ٦‏ 
» .۰ المنطقة محدودة بالمستقیمین : 
سل - وه 4 ص << و 
بيد 1 
*. مساحه الممر الواجد = ۱۳(1 - + س" ) ء س 
ہے سن 
= [ ۱۳ س - س" ] 


1 
۲٤ - ۷۴ ( =‏ ) = 2۸ متر مكعب 


أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنيى الدالتين 


د . ہر حيث : د(س) = س'- ] 


م (س) = ۳ رسن + ۱) بن 
الحأ 
بفرض أن : ص = بس" - ۲ 


5 
> ص = ۳ -(بس +۱) نضع : ص = ص 


ہ ہں' اع سے س _ ںا عم بس | و منها : من" + س عم < . 


اس = | > س داعم ۰" فى [۱۰۲-1]: ص > ص 


© . تكلفة الممرات الخمسة = 0 × ۶۸ × .2 = ۹٩.۰‏ جنيهاً 








. المساحة = ۳11 -«س +۱ - س۲-۲)] ءس 


= ۵11 -«س ۰ں ی ی 


= أ ر( .ا 


۲. 











۳ 


المتمدز للریاضیات آحمد إلشنتنمہی التفاضل و التكامل ٣٦٣‏ ) نانوی 
= (2-5-0)-(-060 + + - +) - 9 وحدة مربعة حل تمارين (5 - 5) صفحة ۱۲۳ بالكتاب المدرسى 
إجابة حاول أن تحل (7) صفحة ۱۲۳۲ أكتب التكامل المحدد الذى يعطى المساحة الملونة فى كل مما يأتى 
تقوم شركة اعلانات بانتاج ملصق لتسویق سلعة ما فاذا كان الملصق و احسب فيمته 





على شكل منطقة محددة بمنحنیی الدالتین د ء ہر حيث : 
د (مس) = ۲ سا س (س) = بس - ۲ مس" مقدرة بالديسمتر 
احسب المساحة اللازمة من الورق اللاصق لانتاج ...۱ ملصق لهذه 
السلعة ص 
الحل 
بفرض أن : ص = عبن ,2 ص = 
نضع : ص = صل 









۲ س'اے بن سا 

و منها : س" ز(رس' ع ) = . 
ہج یں = و 4 مس حت ۲ 4 سس = 
> فى ۰۲-1 ۲] ص > ص 
> د (س) ر (س) دالة زوجية 


. المساحة ۲ 1 [۲س -( س - ۴س )] ء س 








= ۲ |( ۶ س"- سن ) ء س = ۲ [ ۶ س'- دش | 
۸ 





؟م ؟م ؟ ١‏ 5 : 
= اريس ااي م وحده مربعة 





) = 
. المساحة اللازمة من الورق تللاصق لإنتاج ملصق ...| = ...1 × حال 


۱ ۳ 
= ۰ ۸0۳۳ دیسم 













التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 

























الحأ ۱ 1 
(ب) 1( س - س؟) وس 
(0 1(1++ س)ءس = [س + + سس ] 3 5 
۱ ۱ 1 
= ( س + د )  .-‏ لل وحدة مربعة (ھ) ۲ | (س - س ) ءس 
۳ ۳ ۱ 1 
© 1 بن وين = [ + س'] = + + = ۳ وحدة مربعة )۶( ا (سن - س ) عبن 
ص ا س 1ل سن ۲ (۸) مساحة المنطقة المحددة بالمتحنيين : ۲ 
= علو ۳ - ۲ لو | - ۲ لو ۳ وحدة مربعة فإن : = بن ۰ ص = بن 1 
3 : ےج ۲ 8 تساوی 9 
() | س ءس = [ + س 1 = لم ٢۲‏ - 1 وحده مربعه 2 ۱ ۳ 
۱ , ۱ ع ظ )۳( "۳ (س من ) ع بن ۲ 
(0) .1 1( - س ) -(س +۲ )] ءس = ۳(1- سس" س)ءس ا ا ۱ 
= [۲س دس" سا ] . -) 1.6 (س - س ) ۶وس س ۶ ۳ ۲ | ۲-۱2۵۱ 





۳ ١ 
۳ 


۳ ۱ 
سنا ]ءوس ے ۲(1-( س؟) وس (۶) ۲ | (س اسن ) وس 
)٩(‏ مساحة المنطقة المحددة بالمستقیمات : ص = س .ابن < ۲ 


0 1 [(:- س)-(۲ - 


لذ 
۱ سم ح ؟ 
= [ ۲ س - + س ا 


4 ص = ۰ تساو ی 


(@ + (ب) ۱ (ح) ۲ (۶) ۶ 
(۱۰) مساحة المنطقة المحددة بالمستقیمات : ص = س" . ص = . 


= (۶ - ) -(-ع + ) = كل وحدة مربعة 
آختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
(۷) مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین : 


فان : ص = مس" . ص = | س | ہس = ۲ تساوی 
تساوی _ ... 0 ۸ (ب) ۶ (ح) ۲ (۶) ۱ 
(0 ۲ 1 (س۲ س ) ءس ہی 


ہیں 


۷ ع 1(س - س؟) ء سس (۸) ۳ ]ٴ(س - س" ) ء س 









5 


أحمد التشتورى أحمد التشتومى 
















آ دہ 


المتمرز تلریاضیات 
(۹) عندما : ص = . 


.. مساحة المنطقة 


(.۱( عندما 3 ص ۱ے و 
۰ مساحة المنطقة 


من < نے | 
(۱۲) المستقیمات 

؛ ص = 
(۱۳) المنحنی : ص 

بن = 0 ۰ 
(٤ا)‏ المنحنی : ص 
(۱0) المنحنی : ص 





فان : س = . 


5 
= | بن ۶ بن 


1w +] - 


؟ وحدة مربعة 


فان : س = . 


۱ 
= | س' ءوس 


- 1+ س" ] 


= 5 وحدة مربعة 


> من = | 


: من + ۲ص = ٩‏ ۰ 





فى کل مما یاتی احسب مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين : 
(ا1) المنحنی : ص = 0 - بس" و محور السینات و المستقیمین 


= 0 > المستقيمات ۰ س = 
ص = . 


= ۳ - وين _ ہں' 
2 و المستقيمات 


۲ 








و محور السينات 


: س = 1 ۰ 


لتنتتوءى 


)1٦(‏ منحنی الدالة د 
و محورى الاحداثيات حيث 
(۱۷) منحنى الدالة د 
و محورى الاحداثيات حيث 
(۱۸) منحنيى الدالتين د . س حيث 
م (س) = ]بسن + 5 
الحأ 


0 المساحة = .اذہ - بن ) ء س 





۱ 
= [ ۵ س - + سب اےم, 


= (0 - ‡ )-(- ا + 4 ) 
۱ 


= ۵ لط + .! - 2 - ۲۳| وحدة مربعة 


(0) ص = ع ٩(‏ - س ) 
المساحة = 1 + ٩(‏ - س )ء س 


, 
٩‏ س - + سم 


٩(‏ - + ) ] = ۷ وحدة مربعة 


(۱۳) المساحة = | (س ہے وس 


التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 


: ادرس) = ]س 


احمد الشنتمی 


۲ 


: د(س) = (۳ - س )(س -۱) 
: د(س) > . 
: د(س) = (س -۱ )(س - ۲ )(س - ۳ ) 
:دس > . 


1 










۳ 











(15) بوضع : ص = . ۳۰ ۲ س - س' - 
و منها : س = ۳ »> ہس - | 


(۱۷) بوضع : د (س) = . .رس -۱)( سس -۲)(س خط )< . 
و متها : من = | ۰ س - ۲ , بن  -‏ ضس 
> .۰ المنطقة محددة بالمستقيمين ۰ 
بن = 2۶ ۰ ص = .۰ > د(س) > . 


> د(س) = س "سس + ]اس + 1 


۰ المساحة = .1 (۳ ۲ بس س' )ع ين 
= [ ۳ س -۔ س"- چ س ]ا 
= [(۳ -ا-خ)-(5-9-9)] 


= ك وحدة مربعة 


1 7 : ۳ 1 
. المساحة کا ( س 8 س + اس 





1 
)٩ +‏ ءس + ,]| ( س"-1 سس 





لب 


۳ || سن + 1) ۶ س 
۱ 
3 = [ + بن ۳بس" + چداس" 1 بن | 


1 1 1 0 
+ [ + س ۳ س + د بسی -1 سای 


٤ ۲‏ 5 
(۱0) المساحة = ] یہن و سل 


:[- س '] 


1 





= _ د + 
ہو 5 = [(ع ٦ا‏ + ۱۲۳-۲۲)-( ع + 1-4[ 
= ۳ وحدة مربعة Î‏ اد 1 لش + كذ ۱۸ ] 
آحمد التنتوزى 3 ( 1۶ — IFA‏ + ۸۸ - ۲2 )- ( "2 2 > ل ( 
(03) بوضع : د (س) = . ۳(۰۰ - س )اسن )١-‏ = . < - ۲ + + ++ + + = ج وحدة مربعة 






و منها : من = ۳ 0 بى = | 
"٠ >‏ المساحة محدودة بمحوری الاحاثيات 
“. حدی التکامل هما : سن = . ۰ مس ے ۳ 





(۱۸) بوضع : د (س) ہے (س) 


“. س' دعبن + 5 






٣ ۰‏ سس ٤‏ , 
۳ 
من د مس جه | سے 
٠‏ و(زمن ‏ ۲ )( س + | ) < . 
مه سس = ٣‏ م س = | 
> مر (س) کے د (س) 7 


*. المساحة - آم (س) د (س)] ء سس 


:. المساحة = 1 (۳ - بن )زس -1)أعء س 





۳ ۳ 1 
= | (- س + 0س - ۷ س )۶ این 





9 
= [- + بن + کے بسن" - ج س ٣+‏ س ] 





مرك ا الوك ۱ ۲ ۲ 

















د 1 (۲س + ۲س )ءس = [ س + وس - وس ]ا۳ے سپ باج + 

= (ع + ۸ - جل ) -(۱- ۸ + 8 ) = ٩‏ وحدة مربعة = ل به + ےج 
(19) باستخدام التكامل أثبت أن مساحة المثلث الذى طول قاعدته يساوى ! 0 تپ 
و ارتفاعه يساوى ب هى ج اب = ج بها + الل ب 


الحأ 

۰ مساحة المثلث الذى طول قاعدته = ۰ ارتفاعه يساوى ب 
- مساحة مثلث قانم الزاوية طولا ضلعى القائمة فيه هما : 
اڑا ب .*. معادلة وب هی : ص اب سی 

+ مساحة المثلث - المساحة أسفل ( ب الذى معادلته هی . تسد 
و ب 


۲ 


(۲۰) فى الشکل المقابل : 
أوجد مساحة المنطقة المحددة 
بمنحنى الدالة د و المستقیمین ۰ 
3 ص » ص حيث : 
1 د (س) ح بی " : 


ص = س + 1 ۰ 





:. مساحة المثلث = 5 1"( - اس ) ء س =[ اس - چ سا ]. ۱ 
۱ ۱ ص = حم سن 
= 5( - ج م )= بم - چب(- چب | الحل 
۹ 5 و : 
> آخر ۱ ص المنطقة المحددة مكونة من الفترتین : [ -5 ۰ .]۰ [ ۰ ۲ ] 
فى الشکل المقابل : مد اتمه 


6 فى ۰۶-1 .]: صر > ص, ‏ فى [ .۰ ۲] : ص > د(س) 
.*. مساحة المنطقة المحددة = _ 1 (سن ٦+‏ + ل بن )۶ س 


طول قاعدة ۸ م ب و = ( ء و ارتفاعه = ب 
۰۰7۲ ِ د 


+ رس ٦+‏ - س')ءس 





> معادلة طس ۔ ب - ۲ ۱ 
1 م رس 5 = 2(1 س +1 )ءس + ] (سن +8 س" )۶ س 





.. مساحة 8 بو = 


.1 (س ۔)ء س 


> 

ب ١‏ 
= > [(س"] + = [ ¥ سنا( من ]رز 
نا 

> 


> 1 س ءوس + 


۰ ۳ 
[ ۽ س + س ]| +[ س"+۹س - + سس ] 
(E - ۱۲ + ۲( + (FE - ۱۲۳(- ۰‏ - ۰ 
۲ وحدة مربعة 





1 نا ۳ 


> حا + ج (+ ۱-٤‏ - حا + (د) 
































٤‏ 0 حجوم الأجسام الدورانية ۳ حجم الجسم الناشئ من دوران منطقة مستوية محور 
المجسم الدورانی : اذا كانت د دالة متصلة على الفترة 
هو المجسم الناشی من دوران منطقه مستوية [ ( » ب ] . د(س) > . لکل 

دورة کامله حول مستقیم ثابت فى مستویها س 3 ۱1 ب ] فان : 


محور الدوران ۲ 
پسهی ورال حجم الجسم الناشئ من دوران المساحة” ” 


أمثلة : المحددة بالمنحنی + ص = د (سں) 4 
توضح الأشكال انتا لية أمثلة لمجسمات دورانية ترسمها المساحة 39 عند و ۱ تقد لمستقيمين ٠:‏ ہں = , 4 بن = ب 
دورانها دورة كاملة حول المستقيم ل و دورة كاملة حول محور السينات هو : 


| 
(۳0 


= 7 ,ا [د(س)] ءس 


9۶۰۷ میں وین 


9 
> ۱۰۱۵ ل 





(۱) إذا دارت منطقه مستوية على شکل مثلث قائم الزاوية حول المستقیم ص 2 [ح › ء ] فان ۰ 
الحامل لأحد ضلعى القانمة دورة کاملة كان المجسم الناتج هو حجم الجسم الناشی من دوران المساحة 
مخروط دائرى قائم رو بالمنحنی : س = د(ص ) › ۳ 
(۲) إذا دارت منطقة مستوية على شكل مستطيل حول المستقيم الحامل و المستقيمين ۰ ص = د › س = ب 5 
لأحد أضلاعه دورة كاملة كان المجسم الناتج هو اسطوانة دائرية دورة كاملة حول محور الصادات هو : “٠‏ 
قائمة 





۶ ۲ 
r=‏ [د ص 1 2 
(۳) إذا دارت منطقة مستوية على دائرة حول المستقيم الحامل لأحد .| ( ص ) 


53 2ع 
اقطارها كان المجسم الناتج هو كرة 5 r‏ ا ل e‏ 

























ثانياً : حجم الجسم الناشئ من دوران منطقة محددة بمنحنيين 


نظرية . 
اذا كانت د » س دالتين متصلتين على الفترة [ م ۰ ب ] > و کان 
ذ(رس) > . ہر(س) >. لكل بس 3 [ ۱ء ب] فان : 


حجم الجسم الدورانى 6 الناتج من دوران المنطقة المحددة بالمنحنيين 
رسيي :من = ( + سن ب دورة كاملة حول مخور السینات 
هو : ئځ = 1۲ )1 [(د(س))- رہ س)) | ء سن 
ملاحظات ۰ 
() إذا دارت المنطقة المحددة بالمنحنیین 
المتقاطعين : ص, = د (سں) 
ص = ص (س) حيث :س > ص 
لكل بس 2 [ ۲ . ب ] دورة کامله 
حول محور السینات فان : الاحدائیین السینیین لنقطتی تقاطع 
المنحنیین هما حدود التکامل ۲ 2 ب حيث : ۲ < ب و یکون : 
ب ۲ ۲ 
r < 6‏ ,| [(ص ) - (ص ) ] ۶ س 
(۲) إذا دارت المنطقه المحددة بالمنحنیین 
المتقاطعین : س, = د (ص) ۰ 
س, حص (ص) حيث :سر > سم 
لكل سن 3 [ح › ء] دورة کاملة 
حول محور السينات فإن : الاحداثيين الصاديين لنقطتى تقاطع 
المنحنيين هما حدود التكامل ح ء ء حيث : ح < ء و يكون : 
5 ۲ ۲ 
7 ,| [(س) -(س) ]ءوض 





۹ [ 





مس سام 





ہیں 








التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


إجابة حاول أن تحل () صفحة ۱۳1 

أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المستوية المحددة بمنحنى 
الدالة د و المستقيمين ۰ س > بن ۳ دورة کامله حول 
محور السينات علما بان : د (س) = بن 

ما أسم المجسم الناشئ ؟ بين كيف تتحقق هندسياً من صحة إجابتك ؟ 
الحل 


الحجم 


داع = 7 1 (د(س))ء س 
7 1 س" ء س = با[ [ + حكن 


1 ۳٣ 


۹ وحدة مكعبة 
۱ لمچسم الناشئ هو مخروط دانری قائم 
حجمه = ع = ل 7۲ شم - ج 7 × ۹= 7۹ وحدة مكعبة 





اجابة حاول أن تحل (۲) صفحة ۱۲۷ 
باستخدام التکامل آثبت أن ۰ 


(() حجم الکرة = + 7 شم" ( شم طول نصف قطر الكرة ) 


(ب) حجم الأسطوانة الداثرية القانمة = 7 ,' ع 
( یم طول نصف قطر الاسطوانة » ع ارتفاعها ) 
الحأ 

حجم الكرة يساوى حجم الجسم الناشئ من دوران عن د 
ا ا مل 
قطرها لى دورة كاملة حول محور السينات 
'.' معادلة هذه الدائرة هى : 
نی 


۳ ۳ 
س 


(۳) 


م6 


س" + ص' 
“.ا صا = ف 






المتمدز للریاضیات احمد النننتنوہی التفاضل و التكامل ٣٦٣‏ ) نانوی 


حجم الكرة 


00 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی : 
ص = س" و محور الصادات و المستقيمين :ص = . »ص = 1 
ص 


دورة کامله حول محور الصادات 
الحأ 


(۱۰) ٭٭ الدوران حول محور الصادات 


= ۲ 7 [ فش" س ےط 
= 11۲ زفق' الا ش' 
(ب) حجم الأسطوانة الداثرية القانمة یساوی حجم | 
الناشی من دوران مستطیل بعداه هما : ف › 
دور کاملة حول محور السینات 
حيث : ص = یہ 
0 2 
حجم الأسطوانة = 70 [ ص" ء س 
2 
î =‏ | وم" ء س 
۱ 2 
lw [ 7‏ = اع 


1 1 
٠‏ € = 7 | من ءص = 7 | ص ء ص 


۰ 7 [+ ص ] - + 7 (۳۱ -۰) 
3 = ۱۸ 7 وحدة مكعبة 


اجابة حاول آن تحل (0) صفحة ۱۳۰ 
آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنیین : 





اجابة حاول أن تحل (۳) صفحة ۱۲۳۷ 


آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی : ص = باس . ص = ببس" دورة كاملة حول محور السینات 
ص = ۲ بس - بس" و محور السینات دورة كاملة حول محور السینات | الحل 


بفرض أن : ص = ماس 5 ی جا سن 
نضع : ص = صم, 

. ماس = س" بالتربیع ينتج : س = س" 
و منها : سن زس -۱)(س" +س + |)-. 
ف من = .۰ س < | 

> فى [.۱۰۰]: ص > ص 


الحث 
پوضع : ص = . ۴ث س ( ۲ - س )= . 
و منها : س = . ء مس - ۲ 


ہیں 
۳ ۳ 
7-2۰ | ص" ءس = 7 ] (۲ س -س؟) وس 





7 1 (عس" - وس" + س؟) ء ين 

۵ - 7۲ 11ص" رص ] ع بن 

7 5201 - ۱۱+ +3 ) -. ]= ج77 وحدة مكعبة 5 ۱ 
5 7 | 1س -۔س']ءس - ۲ [ + س' - دس ] 


 [ 7‏ س" - سن + دس" ] 














التفاضل و التكامل ( لا )_ثانوى 





دع  2١([‏ +( -.[= ده ۲ وحدة مكعبة حل تمارین (۶ - 0 ) صفحة ۰ بالکتاب المدرسى 
اجابة حاول أن تحل (7) صفحة ۱۳۰ آختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنیین : (۱) حجم الجسم الدورانی الناشی من دوران المنطقه المحددة بالمنحنی : 
۳ ص ے بن" > ص - ,اس دورة کامله حول محور الصادات ص = ۲ باس . ص = . . بن = | دورة کامله حول محور 
الحل السینات يساوى 
۰ ۲ ص = مس" () - 1۲ (ب) : (ح) 7۲ (۶) ۲ 7۲ 
a‏ (۲) حجم الجسم الدورانی الناشی من دوران المنطقه المحددة بالمنحنی : 
۱ ۱ 9 _ے !ا 3۳ 5 5 5 
بفرض أن : س - ص = بل و المستقیمین ص = ۰۱ ص = إ۲ و محور الصادات 
مر( ص = ص" بالتربيع ينتج : ۲ ص = ص؛ و 0 7 م7 (ه) ۲ (۶) ۲ 1۲ 
و منها : ص (ص - ۳۷ ) (ص" + مام ص +۱) =. (۳) حجم الجسم الدورانی الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى : 
من = x).‏ س = 2 ۲ > فى [ .۰ ۲۷ ]: من > سم ص = مس" و المستقیم ص = | دورة کاملة حول محور الصادات 
۳۳ 1 ۲ ننا 
مع - 7 | ارس ) -(س) ] ۶ س پساوی . .... 
نويا ۳ ۲ 2 2 
0 9(0 بت )( rT‏ (ب) > 1۲ (ح) + 1۲ (۶) ۲ 1۲ 
J ۱ ۱‏ ۲ 
٤( ]._ 7 )۶( ].- (FV x} - ۷ ([ r=‏ - سن ) ء وس هو حچم .... 
= ( ۶۷ - ( ۷۲۷ 1۷ )۲ - 2 1۷ 7 وحدة مكعبة (() كرة طول نصف قطرها ٤‏ وحدات 
ىہ ۰,۹۵۲ ]7 وحدة مکعبة (ب) مخروط دائرى قائم ارتفاعه ۶ وحدات 


(ح) کرة طول نصف قطرها ۲ وحدة 
)۶( اسطوانه دائرية قائمة ارتفاعها ۶ وحدات 


الحل 








۳ 


5 
ال 1 ز للریاضیات أحمد نتوی التفاصل وو التکامل ۳ ثانوى 


(ا) .۰ ص = ۲ اس ٠‏ الدوران حول محور السينات 


۱ أوجد حجم الجسم الذاشین من دوران المنطقة المحددة بالمنحنيات و 
» عندما ۰ ص = . فان ٠:‏ س = 5 

: المستقيمات المعطاة دورة كاملة حول محور السينات فى كل مما يأتى‎ ٠ 
| - حدی التکامل هما : س = . ء بن‎ . 


۱ ۱ (0) ص = بن ۰ س = ٢‏ ۰ ص << . 
اع حم | ص" وس = 7 1 ۶س عبن 


() ص = ۳ - س »س = . . ص = . 

- 7۶ ]+ سا ] (۷) ص = يل »س = | »س = ع . ص = . 

= ۶ 7 × + = 7۲ وحدة مكعبة (۸) ص = | س | ۰ من = - ۲ بسن سح ع ۰ ص < . 
الحل 


6 ۰ ص = بل . الدوران حول محور الصادات 
- !1 
ہس 


۳ - 


۱ ۱ > الدوران حول محور السينات 
5 5 1 5 ! ۳ ۳ 
€= | س ءص - م7 | ص ءص ۵ 1 سام ا تا وس 
۳ 
= اب[ [ + س ] 
= ج 1 (۲۷ - ۰) = 711٩‏ وحدة مكعبة 


۳ 1 


۸X =‏ [ - ص س 





= 7 (-+ +۱) = ج 7 وحدة مكعبة 





(۳) ۰ ص ۔ س" ٠‏ الدوران حول محور الصادات 






(3) عندما : ص = . فان : س = ۳ 
»> عندما : من = . فان : ص = » الدوران حول محور السينات 
. حدى التكامل هما : ص = . ۰ ص ح | 


۱ ۱ .ع ديج 1ص ءس ےچ ۳(1 -۔س) ءوس 
6 -6 | س" وص = 7 | ص ء ص سن 






۳ 1 
٩۱ | 7 =‏ - 1 س + س ) ۶ بن 


1 ۱ 

00 [ + ص ] - ج 7 وحدة مكعبة = ۾ وس - ۴ من؟ + سس" ] 

(5) بفرض أن : ص" = ع -۔س' "ببس" + ص ۱ 

و هی معادلة دانرة مرکزها نقطة الأصل 
و طول نصف قطرها ۲ وحدة طول 


۰ 1۲ 1 (۶ - س") ءبس 
هو حجم کرة طول نصف قطرها ۲ وحدة 


7 (۲۷ - لام + 9 ) = 7۲۹ وحدة مكعبة 1 
1١‏ 
(۷) .۰ ص = من-20 »ء الدوران حول محور السينات 


۲ - 


1 1 
6 = 7 ]| ص ء س = 7 | بين > © بن 





۳۸ 









1 ۱ - 


= 7 1 (۹-٩س‏ + س۲ )ءوس = 7 [ - س 

= 7 ( ضس + |) = 7 وحدة مکعبة 

(۸) "۰" الدوران حول محور السینات ٠2‏ ص = | بس | 
فی [ ۴ ۰ .]1 : ص = س 
> فى [ .۰ 2 ]: ص = - س 





2 = 7 1 سا ع سس + 


1 ۰ 1 
r‏ | (- س) وس = 7 _ ] سس ء سس + 26 ] س" ع بن 3 ۰ الدوران 





۱ 
= 7 [2 ص ] = ۲ (۰-۱) 
(۱۰) ۰" الدوران حول محور الصادات 


۸ ۸ 
6 = 7 | س" ءص = 7 | ص ءص 


= ۳۲ 7 وحدة مكعبة 


A 
ص1‎ + [ 7 


)۰- MJT + 





حول محور الصادات » س" = ۶ - ص 






+ _ ۹۳ کے 
1 3 > عندما : من = . فان : ص -ت 5 
= 7 21 سب امم + م ]$ س ] ام 5 
٠ ۳ 1 ۱‏ ثم = 7 | س وص = 7 ] (5 اص ) ۶ ص 
= ےچ (۰ + ۸) + یج ( ۶2 -۰) - ۲۶ 7 وحدة مکعبة ۱ 0 
آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنیات و = 7 [ وص - + ص ] 
المستقیمات المعطاة دورة کاملة حول محور الصادات فى کل مما یاتی : = ع [۱۱- ۸) -. ] بسن 
)٩(‏ ص = بسن ص = | .۰ بسن < . = ۸ 7 وحدة مکعبة 
۲ ۳ 
(.۱) ص = من 4 ہیں = م )م ص = ۰ ص = ۸ (١ا)‏ ۰۰ الدوران حول محور الصادات . س = ص" 
(۱) ص جاع - بسن" س = . > ص = . »> عندما : سس = . فان : ص - . 
۸ 5 
(۱) ص = بسن" .من = . . ص = .»ص ے ۸ £ = 1 س'اءص 7 ] ص" ءص 
(۱۳) س + ٣٢‏ ص = . »س = .۰ ص = = پر [ عص* ۲" 
الكت ۰ ۳ 
(9) عندما : ص = | فان : س - | = ج 1 ( - ۲ ) 
> الدوران حول محور الصادات = لد 7 وحدة مكعبة 


۱ ۱ 
تدع = 7 | س" ءص = 7 | ص ء ص 















۴ 
5 التفاضل و التكامل ۳٣‏ ) ثانوى 


المتميز للرياضيات أحمد ۹گ 


۰ ۰ ا 4 سب 1 
(۱۳) ۰" الدوران حول محور الصادات » س = - ۲ ص = 7 [ ۱۱ ص - دص + +ص" ] 
= 7 [( ۳۲ - هد + ج ) -.] = ج ٨‏ وحدة مکعبة 
(۱0) آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی : 


ص = ب و المستقیم : س + ص = 0 دورة کاملة حول محور 


۳ ۳ 

6 2 | س" ء ص = 7 ] ع ص" ء ص 
۳ 
= ۶ 7 ]+ ص" ] 


ہج" ( ۲۷ -۰) 





۳٣ =‏ 7 وحدة مکعبة 2 
11 أوجد د ۱ د الناشئ من دوران المنطقةه المحددة بالمنحنی : 
)۱2( ۱ حجم الجسم ۱ ١‏ ۱ ٭ الدوران حول محور السینات 
سے ے 55 ٠‏ . ج عند ند هد کی 
ص ۶ من و المستقيم : سن وار ۵ ا اص = بش 5 س 6 ص < 0 - س 


الملطقة دورة کان لايجاد نقط التقاطع نضع : ص = ص, و ينتج : 
اولا : حول محور السينات 
الحلس. 
أولاً : الدوران حول محور السینات 
عندما : ص = . فان : س - 5 


نه 
ثانیاً : حول محور الصادات 3 
س 0 بن + 2 < ۰ 
. (س |ا)(سن - 2 )= . 
. من = | » س = 2 " لاحظ : نقط التقاطع من الشکل المقابل " 





ہس ص > ص ۵۰ = 7 1 1(صم)" - (ص,)"] ءس 


۰ م T=‏ 1 ص' ع بن 
تيم سے 7۲ 1رہ من ۶۱-6 بس ‏ ) ] ع بن 





1 
= 7 1( - س ) ۶ س 
۱ ۱ 1 3 = 
م7 [۶س طض س" ] = 7 | (۲۵ - اس + س" - 11 س ) ۶ مس 
= 7 (۱۱ - ۸ ) = 7۸ وحدة مکعبة 
ثانياً : الدوران حول محور الصادات 
> و المنطقة محددة بالمستقیم : س = 


مدع ےج 1 س ءص دج 1( - ص 1 ع ص 


-۱ 1 
7 [۲۵س وس" + سس" + ٦١اس‏ ] 


| 


] (11 + 


7 [(۱۰ -.م + كت + ع) -(۲۵ - 0 + 
= ج 7 (۱۳۱ - ۱۰۹ ) = 71٩‏ وحدة مكعبة 
(١ا)‏ إذا كانت النقط م( ۰۲ ۰) ۰ ب(0۵۰۱) ۰ <( ۰۶ ۰) 
۱ ۱ رزوس مثلث ۲ بح فاوجد حجم الجسم الناشی من دوران المتلث 
r‏ ا (١ا‏ - ۸ ص' + ص" ) ء ص بح دورة شا در خی ہت 





ا 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 





حل تمارين عامة صفحة ۱۳۶ بالكتاب المدرسی 
الحأ 
الجسم الناشئ يتكون من منطقتين تقعان فوق محور السينات : ص أختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 


الأولى تحت مب فی [- یں 
الثانية تحت بح فى [ | ۰ 5 ] حيث : 
معادلة اب هی : اك -_۔ ےت 


() إذا كان : د (رس) = ۳(1 سب 
د(۲) = ۳ فان :د( ۲ ) "۳ 
 ۱- 6‏ «) - ۳ (ح) ۷ (۶) ۱۲ 


(۲) اذا كان : كعد = بن + يل . ص = سے عند بن - | 


0 ) ۶ س .و كان : 




















09 
۳ 
معادلة گی 2ه هی , ححا 





, 5 ع بن س 1 
س -1 0 ٢٤ا‏ > فعندما س = ل تكون : ص = .... 
ص = لش من + چا 3 (0 مام (ب) + (2 -۱) 
۱ ۳ 1 ۲ ظ 

۱ + ع - 7 .1 (صم) ۶ س + 7۲ ] (صی ) ۶ س (ح) + (۵ + ۱) (ء) + ھ'‎ ٠ 

ا ہے ۳ 3 5 و ۔؟ 

7 ریم سی ص ور یر نی ۶س (۳) 1 طا س ء س = . 

= 7 21« ( چ س + 25 ) 1 (م) طاين ب بن + ث (ب) طاس + س + ث 

+ 12« رہ چوس + ¥( (ح) قاس + ث (ع) + طا س + ث 


۱ 
سے‎ 
o 

ہے۔ 
3 
٠|‏ 

1 


و 
) - ج 1 (۰- ۱۲۵ ) )٤(‏ إذا كان : .[ د(س) وس - 5 فان : 


0 
| [ ۳د(س) -۱]ء سن < . 
() ۹ (ب) ۱۱ (ح) ۱۲ (۶) - ۸ 
(0) حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی : 
د(س) = س" و محور السینات و المستقیمین :س = - ۲ ۰ 
س = ۲ دورة كاملة حول محور السینات یساوی . 


(م) 7322 (ب) ‏ 77 (ح) جد )7 (۶) ۶ 7۲ 


ا 
اک الننننتومی ا الننننتوى 








الحل. 


(0 د (س) = ۳(1 س" - 0 ) ۶ س = س" - ۵ س + ث 


وب د(ع) دسم ۳۰ < ۱۷-۸ +ث و منها : ث - 0 
د(س) = س- 0 س + 0 
< د(-۲) = ۸ +۱+ 0 - ۷ 
- ]۲ 
(۳) ص = ۱( بس + س ) ء سس = + بن + لو س + ث 
7 و له ۾ ۱ 5 
4 " ص = ح عمد مس - | دج = ج + لو | + اث 
»> منها : ث = صفر دص = ج س' + لو اس 
اس ے ھ نے ص حال ها +لى و - = + | 


(۳) 1 طا س وس د ]رق س اا وس - ظاس -۔ مس + ث 
(5) المقدار = ۳ 1 د(س) وس - 1 ءس = ۳ ع [س ]۰ 
٩ - )٢- 0(- ۱۳ =‏ 
(0) ع = 7 سء س + [ سن ع سن 

= ع [ + س"  ]‏ +2[ س؟] 


= ج ۲ (۳۲+۰) + PT}‏ +.) - +3 7 سس 


أوجد تفاضلی کل من : 
(۷) ص = ,۲(۱ س + ۳ )" 





(7) ص = ۳بس" - | 


(۸) ص = (س + ) (ه) ص = و 
)ص ے و س ٣٢‏ («) ص = و۲" 
(0۲ ۶ = لو (س'+۱) (۱۳) مم = لو ( جل ) 


21 








(05 2 = لو طتا ( ۳س - ۱) 





الحأ 
(7) .۰ ص = ۳ س" - | “. ع ص = 1 س ۶ س 
(۷) ۰۰ ص = ( ٣‏ س +۳ ) 
بر عص ج ۲ (۲س + ۳ )أ وس = ۲(0س +۳) ۶ س 
۱ 
(۸) ۰ ص = وين + سس ) 
1 ۳ ع 
٠‏ عض = بار سن + س )  ]|(‏ د س )ءس 
= إ(زس + بلع (و ‏ لب)ءس 
ہیں 
۰ ص = و" ۰ ۶ ص = - 6 و د 
ہس + ٣سس‏ س + ۳ س 
۰ ص = ھ . ء ص = ( ۲ س + ۳ ) 2 ع س 
حتا ؟ س حتا ۲ س 
ص = لو . ۶ص = - ۲ حامس ع بن 
060 ع = لو +دس'+) . ء ع = نے ع بن 
۹ ۱ بن + | 
(۳) ۰ ع = لو رب ) 
۱ سے ۲9۳9 ۰ 
. ءع دع لو تا × عد × حا ءاس - چی لو نا ء س 
(05 ۰" ث = لو طتا (۳ س )١‏ 
0 ۱ 10 


رر 
٣ =‏ طا(۳ س )١-‏ قتا (۳ س -۱) ۶ س 


عبر عن كل من مما یاتی باستخدام تکامل واحد 


)۱0( 1 سن" ع بن + 1 س' ۶ بن 


5 
احمد التننتومی 








التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 





















١ _ 03(‏ راس + ءس - | باس +3 ءس 


(00 ,1 ك ءس + ,1 لس 


5 0 
(۸) | ۲س وين + | ۲س" ءس 
الحأ 
(10) المقدار = سس ء بن + سس ع بن = .ا س' ع بن 


- | 1 
(03) المقدار = _.] راس +1 ء س + _ ] زاس ٦+‏ عبن 
1 
2 ا رایس +1 ۶ من 


٦ ۳ ۱‏ 1 
(۱۷) المقدار = ,]| لك ۶ س + ىآ لك ۶ س + ,]| لىم ۶ س 








5-5 الشنتورى أحمد ااا احمد اتوہ 


الحل 


د( . ) = - 2 فأوجد : د (س) 

(09) (ا) المقدار = ۳ 1 د(س) ءس اط ٥×‏ = ها 
(ب) المقدار = - 1,6 من (س) ءاس عير اس 
(ح) المقدار = ۳ 1 د(س) عسن ‏ ۲ 1 مس (س) ء سن 


= ۳ ۷ 0۵ ام ۳ - ۱۵ +1 = ۲۱ 


1 1 
(ء) المقدار = ۳ | من (س) عا سن + 5 |[ س ءس 
ام يرام + 1 س'.]ٴ 


۱۵ - ۲: + ٩- < )۶- ۱( XE + 9 











۳ 1 ۳ 5 / 
= | لى ءس + ] لى ءس - | لى ءس = ] ل ۶ س 0 ۱ ۰ سد 
(0۸ ۰ د(س) = ۲ مس" دالة زوجية ۱ ٭ درس) -](1 س 2 ) وس - ۴س - و س + ث 
1 1 0 5 0 1 ۰ د )١(‏ - ۲ ,۰ ۴ اسم - و دا ث و منها : ث = ۳ 
. المقدار - | ۲ س ع بن + | ۲ س ع بن < | ۲ س ع بن / 1 
ِ« 9 ف “. د (س) = ۳ ں - 2 بن + ۳ 
اجب عن مما ياتى : درس = ۳(۱ س" وس + ۳ )وين 
۱ 1 1 ۱ 
(9) إذا کان : |[ د(س) ء س = 0 ۰ | ہے (س) ء س < - ۳ = سس" ۔ م سس + سم +اٹ' 
فذح ۱ 1 ۳ د ۳1 )ك د ف كرت" 
جد : ب 2 , ۱ 
وجد : () ,۳۲1 د(س) ءاس (ب) ,۲1 (س) ء س د سی س سر سسا م ل 
1 
(ح) ۳ [ ۳ د(س) - ۲ م (س) ۶1 س آوجد التکاملات المحددة التالية ۰ 
1 5 ۳ 5 1 
(۶) .1 [ ۳ م (س) + ٤س‏ ]ء س () ,1 (س" + )ءاس 60 1 لد وس 
۱ // / اش 
(۲۰) ادا كان : د (س)) = 1 مسن ۶ > لد ( ۱ ) < ۲ .۰ ۶ بين ت۲ | ہس !| 
۳ 2 ۳4 سس 
۶:۳ 












(Fo)‏ ےہ 3 بسن" عبن ۳۲۱۱( 1 و بسن" وین (3) بوضع : ص = مأ ع - س" 





الحل بما۔ سا 

(۲) المقدار = .]زس + من ') وس = [ دس" اسن ]0 جی سوہ ہیی چو ۳ 
-(غ3 ج  54(-)‏ <) للد .٠‏ المقدار = ل مساحة هذه الدائرة 

۲0 المقدار = 1 (۳س 5 ل سا ) وس = [ سس ]0 = و - r‏ 
= ( ± ) -(- ۳ج )=- 1ا باستخدام التعويض المناسب أوجد التكاملات الآتية : 

و المقدار ے۲ ا ا( ثل و سس ۶۲۲۷1 ۲ ۷ مس (س 0( e‏ 1% و یی 
= ارس +۱) ءوس = [ س + س]" ا س (س' + ۳ )وين د۳) 1 قا س طا سن ۶ بسن 


( + ۶) -( +۱) 2 ا 
Es ١‏ 
1 ع بن 


۱ + ۲ 31 ص = ين ۵ . ين سح ص +0 ۰ ۶س = عا ص 


سس + س 


9 إسن 2 ع بن (۳۲) 1 حصي یں 





(۲۶) المقدار - 





سم تو ای ای هیا ء ص = ](ص' + وص') ء ص 
+ ص" + + ص" + ث = لك ص ( ع ص + ۲۵) + ث 


= 1" (س؟ ی + 5 ) ۶ س 


2 ۱ 
ری ی TT‏ ون ] 
- ۲ 
ع ( س - 0 ) ( 2 سس ۲۰ + ۲۵ )+ ث 


+ 


٣ _‏ ۲ _ ۳ 
=( ج - + ) -(- - 7 -) < م 


| 


ل رس و ( ٤س‏ + 4)۵ ت 

(۲۸) بوضع سح مت عاص - س 
> المقدار ے 1۳ سس غ ما 1 
و ۴ا (1+ماس) 7 ماس ۲ ر 


(۲0) بوضع : ص = ,۱۱۱ - س' 
۰ ص" = ۱۱ - سسأ و هی معادلة 
دانرة طول نصف قطرها 5 وحدات طول 
.*. المقدار = + مساحة هذه الدائرة 
باه ا 


3 
ص' + رج 


كت FT‏ ڑا سس 


جح ]سم 


2 


TA =F ۱۱ x 





۹ 
۳ 
5 
1 










5 
احمد التننتومی 





ہے ۶ص = ]س ۶ بن 


(۲۹) بوضع : ص = بس" + ۳ 
عد .7 
> المقدار = ل [ قا امن + ۲()۳ سن عيبن ) 


1 
| قا ص ء ص = ± طاص + ث 


طا( س 


۲ 


مإم مله 


+ ۳ )+ ث 
1 


5 بر 7 
(۳۰) بوضع : ص = فا س ءعص = غ قا من طاس ع بن 


عد یر 
> المقدار = ل | 5 قا من طاس ء وس = + | ء ص 
_. ۱ 3 )0 و 5-5 د 
نے ص + ث = ج فا بن + ث 
+ بن + ۳ س + ۳ 
(۳۱) بوصع : ص = ۵ اع ص = ۲ سس ھ ع بن 


1 سں؟ + ۳ 
۔- نك لد ٹ ے ل 
= ج ص 8 1 
(۳۲) بوضع : ص = 778+ سا ٠.‏ وض = ۲( + س ) ۶ س 


۲ سن 
e, [17 E‏ 
۲ و" 0 سن 


= چ لو |ص | +ث = 2 لو | + س"| + ث 
باستخدام التجزی المناسب آوجد التکاملات الاتية : 
(۳۳) | ۳ بن ۲۱۸ س + ۳ ع بن 


)۳٣(‏ | س“ لو س ۶ بسن 
الحذ 





٢‏ س 
(۳۵۴) | ٤س‏ ھ ءس 


1 


(۳۳) نفرض أن : ص = امن ۰ ءع <(۲س +۳ )وس 


3 


(۳۶) نفرض أن : 








التفاضل و التکامل ( ۳ ) نانوی 


عءص = ۳ ء بن > ع ےب رحس + 


> المقدار = ۳ × ا (ع من + ۳ ) - 1[ م عر ٣(‏ س +۳ ) وس 


(۲بس + ۳ ) - ل( ۴٣س‏ +۳ )+ ث 


ل زع بن + اع" دوس - ۶س دم )ا ت 


+ (۲س +  )۳‏ ( ۳س -۳) + ث 


ج رس -۲()۱س + ۳ ) + ٿث 


ص = لو س نے ع < بس ۶ س 


ب وض ے بل وس داع = دبس" 
> المقدار = ج سس لور بت ب ء بن 
= + س" لو س 2 ہں ‏ + ث 
5 چ س ( ولو س -۱) + ث 
(0ط) نفرض أن : ص = وس .۰ ءع دل“ وين 
اع ص ح 5 ۶ سس > € لواب 


> المقدار = 5 من × }و و می ]اھ ا ءس 


= ۵ ۲(۳س -۱) + ث 










له 


اجب عن ما یلی : = (۱۸ + ۱۸ - ۱۸) ۴+۹ - E‏ ) = كك وحد 
((۳) أوجد مساحه المنطقة المحددة بالمنحنیین : 



















۱ (۳۷) بفرض أن : ص = ٩‏ - من ۰ ص = بن" + | ص 
۲ : 
ص - ۷ ۳ ۲ مسن د ۳۳ ¢ س - (بن د ۱ ( نصع ۔- ص - صل ای ۹ سس = 1 سل ۱ احمد الشنتمی ۱ 


. = أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ۰ و منها : س' ع‎ (۳V) 

ص = ٩‏ - ہں' ۲ ص = ہں' + | و المستقیمین ۰ ۰ مر ۰ ۲ 6 بن = ا" ۲۴ مرفوض ۹ 

س وا ون اي ۳ 
7 8۶ ¥ اجه له جم # ےم نے + من = ۳ و بالد : فهى تنقسم إ 
(۳۸) أوجد مساحه المنطقة المحددة بالمنحنيين : الفترتين [ ۰۰ + ]۰ [ ۰۳ ۳ ] كما بالشكل المقابل 
= 9 ۳ = ہں؟ + | اسنات : ۱ : 
ص = 5 - س ء؛ ص = س و محور اس و 3 > ص > صم فى [ ۲۰۰ ] ۰ صم > ص فى [ ۰۲ ۳ ] 
المستفیمین ۰ بن = . .۰ بن = اه ۱ 


م = 1 رص - ص ) وس + 1 (ص, - ص ) ۶ سن 





الحأ 


((۳) بفرض أن : ص = ۷ + ٣س‏ مس" ء 


۱ 
٩( | =‏ سن س" -۱) ۶س 

۱ 
ص = رس ۱ ) دين" - ۲ بس + | 


نضع : ص = ص 


2 رس | هوس بن ) ء س 


= ۸(1 -عس')ءس + ۲(1س۸-۲) ءس 





لاا وين اين < بس" - ٣‏ یں + | 


1 ۳ ۶ ۲۲ ۳ fS 
۳ = | + = 
و منها : سس ٣س ۳ =. ۰ (س ا خم ) زس +۱) < . [ ۸ س - وس 1 اوس ۸س ا‎ 


] )- *(- )۲-۱۸((+1۰- ) © - ۱۱([ = سن ساسم »> من ساب ]| ۰ اص > صم‎ ٠ 
سے 1 (صم - ص, ) ۶ س = جذ وحدة مربعة‎ ۴ 
: (۲+۱۷س سا د ين + ۲ س -۱) ۶ س (۳۸) أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین‎ 1 < 
ا سس" . ص = بآ + | و محور السینات و‎ ٩ = وس -۲س" ) وس ص‎ + ٩( 1 = 
۳ = وس + مس" - اجس ]_ المستقیمین ۰ سن = . . بن‎ [ = 


الحل 

















(ب) الدوران حول محور الصادات 


بفرض أن : ص = 8 من ۰ ص = ۱ ۱ 
9 ۱ عندما : س = ۲ فان : ص = | ۰ عندما : س = ع فان : ص سے مه 


نضع : ص = ص 
و منها : س" - ع = . 

.ا من < ۲ ۰ س = ۴ " مرفوض 
لأن : المنطقة محددة بمحور السينات › 
و المستقيمين : سن = . ء بن ے ۳ ۱ ۱ 
و بالتالى : فهى تنقسم إلى الفترتين [ ۰۰ ۲ ]۰ [ ؟ ۰ ۳ ] كما بالشكل المقابل > س > سد فی [ 2 ٠١١‏ ] 


! - | 
6 “” ص = زس ٠ ) ٠‏ من = ص + | 


# بے 1 ۱ 
بفرض أن : س = ص +| ۰ س دة 


۶ جر > ۲ > من > س فى [ . ,2 2 

















م = 1 ص وس + 1ص وس ۾ = 17 [(سم)"-(س, )"] عص 
= 1 رس" +۱) ءوس + 1 ٩(‏ - س ) وس 3 + 5 1 1رس - رس )1 ] ء ص = 2 1 (۱0 -ع)عص 
[ چس" + س ] +[۹س - 8س ] + 1[رص ۲ +۱)"- 2 ] عص 
)٩- ۳۷1+ ]۰- )۲+ +([ -‏ - ۱۸- +) ] 3 ار 

: .. = 7 1 ۱۲ ءص + 7[ [ص +ع ص ۰ ۳ ] ۶ص 

= ي وحده مریعه ۱ / 

(۳۹) أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی : = [ص ] +[ -ص "+ لى ص - ۳ ص ] , 
ص = سل و المستقيمين : س = ۲ ۰ سن - 5 = RI‏ -۰) +۲ [(-۲+۱ لو ۱ ۳) - 
و محور السینات دورة كاملة : ( ۳ +۲ لو ل -۱) ] 
(0) حول محور السينات (ب) حول محور الصادات = Rs‏ +2 [(-5+.)-(-5 علوم ) ] 

(0) الدوران حول محور السینات ۳۹ - ٤‏ 7 + ۲ لو ٣‏ ) وحدة مكعبة 


تہ (.5) آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی : 


ص = ؟ سس و محور السينات و المماس للمنحنى عند النقطة 
( ۰۲ ۲ ) الواقعة عليه عندما تدور هذه المنطقة دورة كاملة حول 
محور السينات 


€ = 1ص ءس ےج 1(س -|) اءوس 


7 [- وس - ۲۲" 


۳ 


- 2 (2 -۱) = 2 7 وحدة مكعبة د 










الح 


> ص = (] س" 


> صا = ج × ۴ ( ۴۳س ) = ( ۲ س) 
*. ميل المماس عند النقطة ( ۲ ۰ ۴ ) 
= (۶) - + 


سم 
سم 


.“. ميل المماس عند هذه النقطة هی : 


ص - ۲ 
.٠‏ المماس یقطع محور السینات عند النقطة ( - 


ے زيمن ۲ ) آی : ص = + بن + | 
٢‏ 


بفرض أن : ص = ال من +| . ص = (۲ س) 


4 ۰" ص 
٠‏ 2 = 


> ص, فی [ . ۰ ۲ ] 
7 1 (صم ) ءس + ۲ 1 رص ) د ( صم ) ]۶ س 


r‏ .ا( س' + ين + | )ء س 


+ 1 دس" س + | ) ۶ بن 
7 [ دس" + + س + س ] . 

+ ۸ [ دس" + ين + س ]ل 
7 [ ۰ -(- ۲+۶ -۲) ] 


) 
+ 7 [( عم +۲ ) - . ]= 7 وحدة مكعبة 













التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 





حل اختبار تراكمى صفحة ۱۳1 بالكتاب المدرسی 


أختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
٤( | 0(‏ - قتاس طتاس) ء من - .. 


() #5 س - قتاس + ث (ب) ٤س‏ + قتاس + ث 


(ح) ٤‏ سن طتاس + ث (ع) ۶ س 
و 


© | مت 





عبن < .. 


+ طنابس + ث 


۰ 0 -+ (م ۳-۳) + ث ب) - لو اھ ۳-۳ ۱+ ث 
3 (ح) لو | ۵ ۳+ ث ع2 لور اھ ۳-۳ ۱+ ث 


8 1 (۲ اس ])ء س < . 
(() ۲ (ب) ۶ (ح) | 

(5) مساحة المنطقة المحددة بالمنحنی : ص - 
السینات مقدرة بالوحدات المربعة = .. 
(۲) ۲ (ب) ۶ )¬( ۲ 1 


(ء) صفر 
٤‏ بسن" و محور 


7۷ ۶ )۶( 


)0( إذا كان 1 د(س) ۶ سس < 0 ۰ م (س) وس = ۷ 


فان : 1 1 ۶ د(س) +ہرہں) + ۳ ] ء بسن ,, 


() - ۱۲ (ب) - ۷ (ح) ۱٩‏ 


۱٩۹ )۶( 


: حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی‎ )٦( 
. ص < بل و المستقیمات ۰ سن = ۰.۱ بن = ۰۶ ص حت‎ 
.... = دورة کاملة حول محور السینات مقدراً بالوحدات المکعبة‎ 


۸ 


احمد الششتتتورى أحمد ااا أهمو القنتم» 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 





. أو حد التكاملات الآئية‎ ١ ١ 
: (ب) + 1 )¬( ۲ 1 (۶) ۳ 7 (۷) أوجد التكاملات الآتية‎ 1۲ > )(( 
۳ مس + ظ_‎ _ | 
ہے ۱ (() ا ایس دوين ء س (ب) | س باس -۳۰ ءوس‎ 
المقدار = 2 س - ( - قتا س طتاس ) + ث الحأ‎ )0( 
1 ہے + قتا طتا + پٹ وعم‎ 
صءص = ۲ (بس + ۳) ۶ س‎ ٢۲١٠۰. م۳" صض << 7 (م) نفرض أن : ص" = س' + 8 س‎ 
س‎ ٦+ عض = ل وس پہ ص ء ص = (بس + )وين ۰ ص = راس‎ .“ ۲۱۳ ۰ + 0۳ 
المقدار = | ص ء ص = لو | ص | + ث = لو | ۵ - ۳ | + ث “. المقدار = | ء ص = ص + ث - و ہر ات‎ > 
۳ + المقدار = ]| (+ - س )ءوس = [عسن ل من" ] (ب) نفرض أن : ص" = س ۳ ۲۰ص وص = وين ءا بس = ص'‎ )۳( 
3 ۱ ۱ 
ص ء ص‎ ٣× المقدار = | (ص' + ۳) × ص‎ .“ 3 ۲ - . - ) ۲ - £ ( = 
۲۰ص" ء ص‎ ) ٩ + ص + ۹ ص"‎ ( | = ٦ بوضع : ص = راع امن" .. ص دع بسا‎ )5( 





۲ | ( ص + وص + ٩‏ ص" ) ء ص 


۲ (+ ص'+ 2 ص" + ۳ ص" ) + ث 


و هی معادلة دائرة طول نصف قطرها ۲ وحدات طول 
. مساحة المنطقة = + مساحة هذه الدائرة = + × ۶ 7 = ۲ 1 


۳ 1 ۴ 5 ۱ 1 ۳ 1 ۳ 8 
(0) المقدار = 5 ] د(س) ءس + ] ر(س)ءوس +۳ ]| ءس = چ ص" (و ص؛* + ۲ ص" + ۱.۵ ) + ث 


: 0 1 
۶ × ۵ - 1 م (س) وس + ۳۴ [ سس ] = چ رس ا ط) [۵(س بط) + 2۲ زبن ۳) + ۷۰۵ ] + ث 
۰ - ۷ + ۳ (۳ -۱) - وا بالفك و الاختصار ينتج : 


۱ ۷ [ * 
(7) "۰" الدوران حول محور السینات ×. ص = ۲ مس المقدار = = چپ رس ۳) ( 0 س + ۱۲ بس + £ ) + ث 


۰ (ص )" ء‎ 7۲ = E. 
ء س (۸) دا كانت : د(س) = |( س + ۲()۱ س'+ 2 سن ب | )عبن‎ ) ) ۳ 
) ۳ د( - ۲ ) =| فاوجد :د(‎ > 
الح‎ 
وحدة مكعبة د(س) = 1 (م بب + وين +۳ س | )ءس‎ 7۳ = ) + + - ( 7 5 - 


= سح ين + ٣‏ س ' + ا س' ‏ س + ث ۰ ““” د( - ۲) !ےا 


1 ۲ بن ' وس 





1 :- [ 1 








التفاضل و التكامل ( لا ) ثانوی 


. ۱ ۱۱-۸ +5 +ع + ث و منها : ث = | (۱۱) أوجد قيمة كل مما يأتى : 


1 ۳ ۳ 
د (س) = ± بن + سس + بس یں + | 


(0 1 (]سن" ۳ حا م س )ءس 


۲ تن‎ ٤ 
أوجد التكاملات الآتية : (ب) | س'(۳٣ - ۴| س|) ءس‎ )9( 


(م) [ طاس قا اس ءب۶س (ب) [,۱۱+حاس حتاس ء۶ س الحل 


اقا (0) ۰" د(س) = ۲ س" ۳ حال 7 س دالة فردية .. المقدار = صفر 
(0) 1 ظاس قاس وس = [ قا من قاس طاس عبن (ب) ۰ د (س) = سآ( ۳ ۲اس | ) دالة زوجية 

د قا من + ت 3 :. المقدار = ۲ 1 من"( مط عبن ) ع سن 
(ب) 1 (۱ کی حتاس ہی را کاس +اث 


۳ ۳ 
۲ ا ( ۳ س' مس ) وس = [٣‏ بن" _ ےس 1 


۳۲ - ) -.] = صفر 





(.۱) آوجد التكاملات الآتية : 


2000 5 (۱0) اذا كان : 1" د (س) ء سن = 1۰۸ م (س) وس د ۳٣‏ 
)۳( | بن لو بن ع بن (ب) ابن ھ ع بن 0 
الحش 


به 


أحسب قيمة : 1[ [ د(س) + ۲ م (س) - 0 ] ۶ س 


() نضع : ص = لو س' ٠‏ وع سے بن ءوس الحل 

0 ۳ ۱ ۳ 0 0 0 
ء۶ ص = ب ۶ س ح پس المقدار = | د(سن) ءسن + ۲ ]| (س)ءوس - 0 ] ۶س 
ہت الس" '" کے ۱ ۱ 

8 پ سس لو س + | سن ءس = ۸ بع 1 س(س) ءس - و[ سس ] 

0 ١ ۱ ۱ ۱ 

> سن وس بت ہج تب دام = A‏ ۳۷۲ بع (۲۵) - ۱۳ 

= ۾ س ( لو س" - چ ) + ث 


(۱۳) أوجد بالوحدات المربعة مساحة المنطقة المحددة بمنحنى : 


د (س) = (بس -۲) و محور السینات فى الفترة [ ۲ ۰ ۶ ] 


5 وين" | ی ا 
(ب) المقدار = + | ۵ × ٤‏ وس یں = ل ل + 








ا 






ن التفاضل و التكامل ( "ا )_ثانوى 





٣ 3‏ اجابات اختبارات التفاضل و التكامل بالكتاب المدرسى 
نس رسا مس " الخاصة بالتكامل " 
الاختبار الأول 


آولا : أجب عن السؤال التالی : 
[۱] اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 


= +[ «س -۲) ]. 

+7( ۰-۱۱ ) = 5 وحدة مربعة 
(٤ا)‏ یوضح الشکل المقابل : 

المنطقة المحددة بالمنحنیین 


ص <,۲۱ س ۰ ص = اس 





(5) . | (حاس + حتاس )ء س يساوى . 
3 


أوجد : 





(0) مساحة المنطقه المحددة بالمنحنیین ص » ص 3 () ۶ (ب) ۲ (ح) صفر (۶) r‏ 
(ب) حجم الجسم الناشئن من دوران الح ۱ 5 
المنطقه المحددة بالمنحنیین صر » کلم [ (حاس + حتاس )ءس ۲ | (حاس + حتاس )ء س 
دورة كاملة حول محور السینات بن ۱ 
الحأ = [- حتاس + حاس ] = ( - حتا ل 7 + حا 2 7 ) - 
من الشکل نجد أن : المنحنیان یتقاطعان عند : س سے . > سس - ۲ ( - حتا. + ها. ) = ( - .۰+ |) ۱+ ۰) - ۲ 
< د [ .‘< ۲ | 1 1 ۲ 
۳ ۴ ۱ (0) إذا كانت الدالة د متصلة على ۰ ]۴ د(س) ءس = ۸› 
(۵ ۲ = 1 رض ص ) ء س = 1 (۲۷ سن چ+س") ۶ س ۱ 8 
2 م ۳ د (س) ء س = ٩‏ فان ٥‏ د (س) ۶ سس = .. 
x F1 -‏ سں؟۔ + اس" ] با ۳ د(س) ,ا ۵ د 
۱ ۱ ب) | ح) ۳ ۶ 0 
xX (>‏ ؟ ۲۰ ۳۳۷- چ) - چ وحدة مریعة ابس ال کہ 9 
(ب) 6 = 7۲ ا [رص, ) -(صی ) ] ۶ س ۰ د(س) ء س = ۸ ۰ ۵۲( ۰ ۳(۵۲) دم 
= ۸ ۲[1س - د+س*]ءس = 7 [ س" ج سن" ]' ٭ ت(ه) - (۳) ٤=‏ و منها : ت(۳) = ت(0) -5 () 


۳ 1 
= 7 (5 - +) = جد 7 وحدة مكعبة ۰ ۰ ٣‏ دس) ء۶س - ٩ = )۳(۳ - )۶( ۳ ٩‏ 


ج 


ol 


اک الشنتورى أحمد ااا أحسو الشتوہی 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 





٭ ت(ع) د ت(ط) اسم ٠‏ و بالتعويض من (ا) ينتج : ثانیاً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 
ت (ع) - ت( ټ) + 1 = ٣۳‏ . ت(3)- ت(ه) = | []] (0) أوجد : | حاس کا سن س 
۰ ت( )0‏ ت (۶) =| ٠‏ 8 ۵ د (س) ۶ س = 0 الحأ 
حل آخر [ حاس کا س وب  -‏ [1حتا س (- حابن ) ۶ من 
0 0 ۳ ۲ 1 
| ۲ د(س) ء س =۸ ۰ درس) ءس = ۸ = - | حتا س (حتاس) ءوس = - ۲ حتا س + ث 
۴ د (س)ء س = 6 > بالمثل : ,1 د(س)ءس - ۳ [0] (۲) آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنیین 
٤ 0‏ 0 ے 2۶ _ 
۰ 1 د(س)ءس =[ د(س)ءس + ,1 د(س)ء س ۱ ص = حي ء ص = رسن - "5 ) 


دورة کامله حول محور السينات 


س ےس 


ہے < ۳ + 1 د (س) ءوس و منها : + 1 درسں)ء سس = | 








1 ۵ د (س)ء س - 0 1 د (س) ء س = ۵ × |= 


(7) مساحة المنطقه المحدودة بالمنحنی ص - ,۱ ٦ا‏ و محور 


السینات مقدرة بالوحدات المربعة تساوی . 


لايجاد نقط التقاطع نضع ص - ص 


۳ 


٠‏ من رہں ۳ ) ح و 


۳ 





(() 1۲۱۱ (ب) ۱۲ 7۲ )¬( 7۲۸ (۶) ۶ 7 ۱ 
الحا ے یں ے۹ ہی ٩.‏ بن و 7 
۱ ۳ ۳ ۶ ۳ 
ص = ١٦ا‏ ۔- بىئ"' بالتربيع : ص = 1١‏ - س رس |) -(۱ سس ۹س + " ) < . 


زس -)) زس' + س + |) - ( س ۔ا) (۹ س ۳) = 
اس - ))( امن" عد من +۱ و سی + - 

> (س -۱)(س" - وبين + ع) = 

رسن - |) ( س - |)( س -۔٤)‏ = 

“.امن د | »> س دع لاحظ : نقط التقاطع من الشكل 

"٠ ۰‏ ص > ص لكل : س 5 [ ۰۱ ۶ ] 


۳ ۱ 


سین E‏ س و هی معادلة دانرة طول نصف 
قطرها = 5 وحدات طول فتكون : 

مساحتها = 7۱1 وحدات مربعة 

". مساحة المنطقة = + مساحة هذه الدائرة 





= < × ۱۱ 7 = 7۲۸ وحدة مربعة 


2 - [ (ص" دص" ) ع بن 





E 






التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 





 -‏ 1 (۱ س -(س )ع ) ع بن 3 - 1[ ص' ع بس 
-» 1 1 س - درس ۳ ]۱ = 7 1 (س +۱) ءوس 
 -1-( - )۱*  - ۶-1 7‏ ۲۰ ۳۳ ) ] 


= 7۲ وحدة مکعبة 


7 [+ سا + س ٤ے‏ 

] )۱- +) - (1+ (1 r 
وحدة مكعبة‎ ۳۲ 

ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 
*[]] () أوجد :() | س (۲ س ا( عبن » 
(۲) | س و تن 








الاختبار الثانى 


(0) إذا كانت الدالة د متصلة على ح › 1 د (س) ء س = ٩۹‏ 





۲ 8 1 
| د(س)ءس = - ۷ فان | د(س)ءس < .. الحا 
ای3 (ب) ۸ (ح) ۱۱ (۶) - 1۳ زاس تاس و ہر ار تھے 
]الس ء س د ٩‏ م ری ت( ٩=‏ 0 = +1( س -۲()۱+۱س -۱) ۶ س 


١‏ 2 1 د(س)ءس - - ۷ 5 ت (۴) - ت(1) = - ۷ ©( ۵ س سا رص +± ] ( ٣س‏ ۱ ءس 


بطرح ©) من () ينتج : ت(٦)‏ - ت(١)‏ = 1ا 


١ ۱‏ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ 5 
۳ ۲« يج × ج (] (lw‏ ۲ج ۱( ۷ + <(۲ س -۱) + ت 


1[ درس)ءس = 1| = ل روس ا 1 ل (۲س -۱) + ث 

)1( یچ سقس ای ووو ووه = لل ووس -۸ [ :(۴ س ۸ + ه] دن 
= ماس المستقيما کڪ و 2 حت ات 

mm ۱ 3‏ 4 ۱ ےک رس -۱)(ه۸س + +ث 

٠‏ من =| ساو - حل آخر 

r )((‏ (ب) 2 7 (د) 11 )۶( 1۲ نضع : ص = ۲ س | . ء۶ ص = ۲ ۶ بن 
الد ۰ عبن = + ءا ص > سس = + ( ص +۱) 

0۳ 








۳ ۳ 
. المقدار = | ج ( ص + ۱) ۰ ص xX‏ + ء ص 


1 ۳ 0 
|( ص + ص )ءص = + [+ ص + 
۱ ۱ 


0 
لے ص“ + ل ص + ث 


SEN It) 
نصع : ص‎ )۲( 


ع ضص = ۶ بن 
وع دمو ' ”ءس = _ لد و 
. المقدار  -‏ ےس م '” + | ها وس 
= جس ھ _ إو ' بت 
= - ده رعس +|) + ث 


۳ 5 
۲ س + س عندما بن < . 


[5] () إذا كانت : د (بس) ا 


1 ۹ 
2 ص ٤(‏ ص + 0 ) + ث 


ل (۲س -|) [ع۲(۶س -) +و] + ث 





التفاضل و التكامل ( ۳ ) نانوی 


- 7 ۱ ےق ا ا 5 
وه. و ےے. 
3 1 ۳ 
د ص ] + رے دما ۽ س کی فان : نووصیں-توی الامو ابس خی 
= ۲و -و و ( ۴ -و) 
۱ د(.+و) دل(.) ۱ و (۲ -و) 
= مب باب 


ی اس ۱ ۳ + ۲ س عندما من < . 
۰ د (۰) = د (۰) = ہد (س) = ۳ عند ما بن < , 


: ۳ ۲ من عندها س > . 
/ ۲ ۲ 
3 بوصع : د (س) = . ۰ + جس = عندما بن < . و منها : بن د | 
٦ے‏ ۲-۲۰ س - عندما س > . و منها : س = | 
7 ار وی ار ۴ 8+ من الجدول التالی : 
ي" د(1)- 1 قیملة ی اہ ا 2 -5[| سر 
1 ۷ 





'آچ یں ےکچ ۳۲۲3 
رن سآ تب س 
صغری محلیة 


۱ أوجد : 
؟ من دين عندما بن > . ١‏ ۳ 
7 1,06 درس)ء وس - |[ (۲س + س')ءسس + 
(۱) القيم العظمى و الصغرى المحلية للدلة د 5 ۱ ۱ -- 
1 1 (۲س ‏ سس ) ء رس = [ سس + س ]ا ی 
1 ل 2 1 اس 
۱ تاک یت [ س - + س ] عر(.-۱+ 3 )+(و۹و۔۹-.)۔- پچ 
له رح حقزه) بے [0] () آوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ص = س' 
“. د(س) متعددة التعريف مجاها حّ و متصلة عند س = . ای متصلة على 02 ص دين دعر" بالوحدات المربعة 
٠‏ عندما : سس > . فان : د(.+ و) د(.)- 6(.+ و)+(.+ و)-. ]الح 
= ۲و + و و( ۴ + و) بفرض : ص = بس" ۰ ص = س مس" 





لايجاد نقط التقاطع نضع : ص - ص 
ژث من = سس - س 

۲ من - 1 من < , 

. ٣س‏ ( من - ۳ ) < ۰ 

6 ہں = أ یس - لاحم 


لاحظ : نقط التقاطع من الشکل المقابل 


> ص > ص 


1 


کل : ہس د[ ۰۰ ۳] 


7 ح = 1( ص اص ) عبن = | (٩س‏ - سس" س؟) ع سن 





۱ 
= | ( ۹س - ۲ ببس" ) ءوس = [ سس وس ]7 


= ( ۲۷ - ۱۸ ) - (۰) ۹ وحدة مربعة 


:ی 


الاختبار الثالث 


1 
(5) ادا كان 1 (س)ء س = ۷۷م 7 م (س) ۶ س = ۲ 


فان .1 [ ۲ د(س) - ۳ م (س) - 0 ]ء س تساوى . 


() - ۱۸ (ب) - ۸ (ح) ٠١‏ (۶) ۱۶ 
الح 
1 س بس وس - ۲ ٠‏ 1 مس (س)ءس = م 


.11 درں -۳ م‌(س) -و ]ءس ٢٢‏ اد( ءوس 









التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 


- ۳ 1 مس (س) ع سن - ۵ ]اءوس 
دع« ۳-۷ »ا (-۲) -0 [س ] 
= ۱2 + 1 - ۵ ۲ ( ۶2 - ۲) = ۲۰ - .| ح .| 
(0) مساحة المنطقة المحدودة بالمستقیمات ص = ۲ بس - "۳ › 
ص = بن + | . بن = ۲ تساوی 
(() ۲ (ب) ۳ (ح) + (۶) 1 
ه الحأ 
بفرض : ص = ۲ بس ۳۰ ۰ ص = بن + | 
لايجاد نقط التقاطع نضع : ص = ص 


. ٢ہں‏ ۳ = بس + | و منها : س - و 


> ۰ ص > ص لکل :س 5 [ ۳ ۰ ] 
۱ بسن 


۳ 


م = ]اروص ص ) ءوس 





1 
1 (زیں + | عبن + ۳ ) ۶ س 


1 (2 - س) عبن = [ وس - ين ]" 

( ۱1- ۸ ) - ( ۲-۸ ) = ۲ وحدة مربعة 

(9) حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحدودة بالمنحنیین 
ص = طابن ۰ ص = قاين و | لمستقیمین س = + 1 


» بن = r+‏ دورة کامله حول محور السينات مقدراً بالوحدات 
المكعبة يساوى . 


























ا 


۱ ۱ 1 
TT )(‏ رب ۲۷ (ح) ج 1۲ 
الحأ 
ص = طاس ۰ ص = قاس 
“٠‏ ص > ص لكل : 
س 5 [ 7 ۰ 22 ] 
د ۱ 
= ۲ ا ( صن ناض )ع سن بن 


۴ .۲ ۳ 
(قا س - طا س ) ۶ سس 


3 
1 
Tt 


۱ 
۳ 
2 
مإ 

۱ 
3 

| 

لا 
3 
۱ 


۱۳۱ () آوجد :() 1 س رس - 0) وس ء 


)٤س‏ 2" ءس 
الح 


() | ( س م+ 6-6 وس ار( )2 


۳ 0 1 
+ 10(س -0) ءس < رس -۵) + ۾ (س -0) + ث 


1 
ج رسن -0۵) (ع س - .م + ۲۵ ) 


= لچ ( س - 0) (2 س + و) 





0 


= 1[وع +وع) ءع = دع + دع 
= لداع (وع + مم) 


1 
= لچ روسن -۵) (ع س .۴ + ۲۵ ) 


(۲) نضع : ص = 2 س ث عاض < ع ء سس 
وع =9 ءس م = جو" 
“۔ المقدار - 


٣‏ سن 


وس لاس وا ]×1 وس 


۳ بن 


3 سو ]۴ ءس د سم" مه + ث 
= ۵ ( ٣س‏ -۱) + ث 

1 [5] () اذا كان حجم الجسم الدورانی الناشی من دوران المنطقة 
۱ المحددة بالمنحى ص = س" و المستقيمين س = . › 
ص = | دورة كاملة حول محور السینات یعادل حجم سك 
اسطوانی الشکل طوله 2۲ وحدة طول فما طول نصف قطر السلك 


ام 





الحأ 
ص = س ص - ا نضع : ص = ص 
بن" = | و منها : س =| 
اص > ص لكل : س 5 [ .۰ ۱ ] 


> الدوران حول محور السينات 





حل آخر ع حم 1[ رص" ص" ) ءس 
نضع : ځ = امن 00 و دا وس ۰ بن < يم + 0 ١‏ : 
۱ ۲ = 7 ۱ (۱- سن )۶ س 
. المقدار = [(ع + 0) ع ۶ع ۱ 
01 








التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 


= 7 [ س - مس ]. - 7 [۱- + ] - 8 


< ع7 وحدة مكعبة 0 الاختبار الرابع 
> .۰ حجم السلك = حجم الجسم الدورانی اولا : اجب عن السؤال التالی : 
پر TÛ = gf x‏ و منها : فی  -‏ وحدة طول [۱] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 

0) [ قااسن طاس ومن =. 
[0] (0) أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين س - ص = . 

> ص = ےس بن" () + قاس + ث (ب) ل قا س + ث 
لح ۱ (ح) + قا س + ث (ع) - ج قا س + ث 
بفرض : ص = من ؛ ص = 5 ين - من دحا 
ایجد ہس جج : سم 7 سم اقا سیر طاین من ناج (قاسی کاس )وین ۔ 
ہے رڈ ا سن م سن ب | قا س (قاس ) ء س 5 وس + ث 
سن ( من ۳ ) =. > یس تے ۱ 


> ص > ص لكل :س دإ[.. ۳ ] 





۳ 
(|) _ | ٣س‏ اس - 5 | ء س يساوى . 


خم = | ( ص - ص ) وين = | (عس سس" - س ) ۶ بن 


' ۱ ۱ 0 (() - ۲۷ (ب) - ۲۰ (ح) ۲۰ (۶) ۲۷ 
1 (۳ سس ) وين = [ + س چس ] الحل 


٩ - ۴ (‏ ) - (. ) = + وحدة مربعة 


۳ ۳ 
| | ۳س اس ع | وس = [ لين ( بن + 8 ) ع ين 


لم س" + ۱۲ سن ) ءس = [ سس + س' ۱ 
= (-۔۲۷ + 05) -)3+1١(-‏ .۲ 

: عند دوران المنطقة المحدودة بالمنحنى س = طط‎ )٦( 
ص < 5 . و محور الصادات دورة کامله حول محور الصادات‎ < | 


فان حجم الجسم الناشی مقدراً بالوحدات المكعبة يساوى . 






























(م) +7 (ب) ۲۷۳ 7 (ح) ۲ 7 لو ۲ 
الحأ 

الدوران حول محور الصادات ۰ 

چجے دج 1 س" ءص = 7 انا ء ص 
= 7 [ لی ] = 2 [لوء - لیا ] 


- 7 لو ۴ وحدة مكعبة 





,1 م (س)ءس د ۳ اك 1 مس (س)ءس دم 
1 درس + ۲ م‌س) - 2 ]ء س - 1 د(س) وس 


+1۲ یس) وس - یں ]اوس 





۷+ ۲ ۰ (-۳) - ۶ [س ]" 


ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما یلی : = 1-۲۷ ۱-۶۷۶ ۱۳-۱ - - N‏ 
۲۱ () آوجد :رق0 | (۳ س'_ عم )ءس › 1 (0) أوجد مساحة المنطقة بالمنحنى باس + لاض" - | 
١‏ 
)| شك ءس و المستقيمين س = . .۰ 


الحل الحل 
(10(ط سا-۵ )ءس دس اد مس" و رد وا رن کم "صد باس دا 0 س | 
بن ۱ و التكا ب ۔ و 4 = 

= مس م ما" + ث حدود التكامل هی : سس س =| 


: لاص - | - ماس بالتربیع‎ ٠ 


٠‏ ص = | - ۲ ماس + من < ۲-۱ بن + س 


(۲) نضع : ص = بن + ۳ . عص = وس ۰ س |= ص 5 





ال الطدار كرس E EE‏ - 2 ص )ءص = ۲-۱(1س + س ) وس -[س اس +لس ]ا 
= دص ۲ص +ث - ص (ص )| )+ ث = | لظ بل = ج وحدة مربعة 
= رس + (س +۳ -۱۳) + ث .۰ ۲ 
= < (س + ۳ ) (بس - ۹ ) + ث کین -_ 5 - 5 کامثة 
۳ با لمنحنیین ص = > ص = م - بن دورة کامله 
۱ ۱ ۱ واحدة حول محور السینات یساوی 
["] (() إذا كان | د(س) ء سن = ۷ ۰ | م (س)ءس < ۳ 9۹ من الوحدات المكعبة 


04۸ 
اکم الشنتورى أحمد -_ ع >>> >> امد الشتوہی 





ا 








الحأ الحل 
-_ ث2 9 / 
ص = ہی۔ غ2 ص < 0 - سن د(س) ساب بپ س د (س) = ۲۳ س + ۲ بس 
نضع : ص داص مسن بس'ےے 5 “٠ ٠‏ منحنى د (س) يمر بالنقطتين (| ۰ ) ۰ ر٢‏ ۰ ۰) 
۲ .< ۳ +۲ ب - ۳ ٠‏ ۲۱۲ +5 ب =. و بحل المعادلتين ينتج : 
مس - 0 س + 2 = ۳ 3 
.لاسن ۱)( س - ) = ( < ا ب = ۳ د(س) - ہس + ۳ بسن 
الشكل المقابل يبين منحنى د (س) ص 





و منها : من = | ۰ بن - ةٌ 


7 مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د 
> ص > ص لكل : مس د [۱. 5 ] .۰ الدوران حول محور السینات 01 ١‏ 





و المستقیمین س = ۲ بن < . 
ع = 1ص" ص )ءس a‏ ۲ ۳ ۳ 
| ۳ | 3 م = | ( س + مس ) ءوس 
1 ۱ 
= ۲ ,| (۲۵ - ۷۰ س + س" - لب ) وس ۹ = [ + یں ۔ + س' ]' 
.. 5 ت مريعة 
= ۸ ۲۵1 س - و س" + دس" + لد ]* 3 ۶ + ۸ ٤‏ وحدات مره 
دع ([(.ا -.م + + ع)_(مم ‏ ۵0+ +۱۱ ] جية ثانيا : اجب عن ثلاثة اسنله فقط مما یلی : 
٤ 0-0‏ سض ل 

= ۹ وحدة مكعبة [۲] () أوجد : () [ قتا س س 





0[ ہے تج ءوس 
۳ بس - !| 
الاختبار الخامس 


اه ص الحل 





۱ 0 سر یں + 0 .- 7 سس + 0 دش 
[1] يوضح الشكل المقابل : (۵ ] قتا ۳ ومن چک و نے ہج ۳ ۹ 
+ / ۳۹ سے 
منحنی د (س) للداله د حيث : 6 | ءوس = + لج وس - + ]سبط ع بن 
بسن - س - بن 


د(س) = وين" + ب س' 
۰ء ب ثابتان اکمل : 
(9) مساحة المنطقه المحددة بمنحنی الدالة د و المستقیمین س = ۲ 

> سس = . بالوحدات المربعه یساوی 





1 
= + لو | ۳ س - ۱ | + ث 





التفاضل و التكامل ( لط )_ثانوى 



















[۳] (ب) خزان فارغ سعته .۱ أمتار مكعبة يصب فيه الماء تدريجيا 


ہس 
بمعدل ( ۲رہ + ۳ ) متر مكعب / دقيقة حیث رہ الزمن = ۸ ( ۳۴ - كد + عل ) د لفل 7 وحدة مكعبة 
بالدقائق اوجد الزمن اللازم لامتلاء الخزان 








الحأ 
نفرض أن : حجم الخزان - م 0 ع - ]نم + ۳ الاختبار السادس 
> جم = 1( ص + ۳ ) وی = + یر +ث a e TT‏ 
9 اللا ا مي وف اب 5 الحرف (() إذا كانت العبارة صحيحة 
1 ۱ 1 من بارات انتالیه اختر فا نت با ۵ 2 
= »> عندما بمتلء: الخزذات فان ٠‏ .. 5 7 
ع = ہہ + ٣رہ‏ ء علدما یمتلی الخزان فإن 1٠١ =  :‏ ۲ « و الحرف (ب) إذا كانت العبارة خاطنة 
AP" + a= ۱. .*‏ ث رہ + وم - .|= ۰ 3 ۱ ۱۷ 7 
نے ٦‏ ”يجيا 7 و د 5 
٭ رہ = 6)(نه + ه)-. مله -- و مرفویض کا (ی ]تک وس = تم +رٹ (0) ب 
»> يرم - م أى أن : الزمن اللازم لامتلاء الخزان = ۲ دقيقة 8 لحل رس -۲) ۲ (س -۲) 
[0] (0) أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة (5) (ب) ۰ التصحيح : 
. : 1 
بالمنحنى ص = ع - مس" و الجزأين ص الطرف الایمن = 1(س -5)( سن-6) ءس 
5 
الموجبین من محوری الاحدائیات = |( س -۲-۲) (س -۲) ۶س 
7 دورة كامله حول محور السينات ا( من E‏ وس 


1 - 0 
= ےج ۲ - ۳× )= ج + ث 
ہے ےم کے ۽ (س-۲) (-+)«س-۲) 





5 - 0 
4 سار ابن و = دچ (س-۲) + رس-)) + ث 
٠‏ = - 0 
ا ار ۷ .- = برس ع)) [-۵(س-۲) + ۸ ]+ ث 
و منها : س = ۲ ء ابس  -‏ ] مرفوض ۱ 7 
حيث المنطقة محددة بالجزأين الموجبين لمحورى الإحداثيات = ج( س ]) (- 0 س + .| + ) + ث 


> الدوران حول محور السينات 


۳ 
"ر 1 : ۱ = چ(س۲2) (0-۱۸س) + ث 
۵ = | ص ءس حدم ]| (۱1- ۸س + س )ءس 


٦٠ 





ا 



























آ دہ 






المتمدز للریاضیات احمد النننتنوہی التفاضل و التكامل ٣٦٣‏ ) نانوی 


ثانياً + اجب عن ثلاثة أسنلة فقط مما يلى : ۰ در =0 مع اث 
[]] () آوجد ® 1 ۷ سس ۶ » د(۲) = - ۳ . ۳ = [| + ۲ ب + ۵ ۰ و منها: ب = ۱۲ 
ۇج 9 ۶ سن 1 
۲- 0س . ص = د(س) = ٢‏ سس" + 0 
ہ دارس) سس = ۹ س زس ٣‏ ) 


- 0 سی 7 
©| (۳ 2 + ين ) ۶ سس 2 لها > ہو سی س = م و هی النقط الحرجة پلداله 


الحل ۳ ۲ھ و تکون الدالة متزايدة فى ] ؟ ۰ م [ 2 وفی ] ص ۰ .۰ [ 
و المقدار - 12 "تھے وس 9215 ء بن اوا سے ے 
0۳س 0-۲ س و متناقصة فى ] ۰۰ ۲ [ 
= لو |۴ - وس | + ث ea‏ 
۱ ری و د () < . .. د() = 0 قيمة عظمى محلية 
- 0س 7 0 
= ڑ ڑھ ” + لو | س| + ت د (س) = . عندما : س د | 


د (س) < . فى ] - م 1۱۰ “. المنحنی محدب لاعلی فى هذه الفترة 
د ل(س) < . فى ] ۰۱ هه [ .*. المنحنى محدب لاسفل فى هذه الفترة 





(۳] (0) أوجد : | طتاس ق س ۶ س 





الحأ ۲ ۲ 
1 » النقطة (۰۱ ١‏ ) نقطه إنقلاب › 
المقدار = | قتا س ( طتا من قتاس ) ۶ س و يكون جدول التزايد و التناقص و التحدب و الشكل العام لمنحنى الدالة د 
۲٢‏ + 
سے - | قتا س ( - طتاس قفتاس ) ۶ س ۱ ص 
٢٣‏ 5 7س 
 -‏ | قتا سس (قتاس ) ءس = ل قتا س + ث 


[5] (ب) إذا كان ميل المماس للمنحنى ص = د (س) عند أى نقطة عليه 
یساوی دس" + ب س > و كان د (۰) = 6 ۰ د (۲) = 
- ۳ اوجد قيمة الثابت ب ثم ارسم الشکل العام لمنحنی الدالة د 
الحأ 


ب گت = ] ( ۹س + بس ) ءس 









ا 


















































[0] (ب) إذا كانت ((۰۰ ۳ ) » ب (۰۱ ۶ ) » د(۴ ۰ ۰) ص 
أوجد باستخدام التکامل : ۳ ۱ ۳ 
أولاً : مساحة سطح المثلث ۲ ب ح - 7 ] (5 - ۶ص + + ص ) ء ص 
ثانيا : حجم الجسم من دوران المثلث ۲و ح دورة كاملة حول = jr‏ ۶ ص ‏ + صا + ځ ص ] ۰ 
محور الصادات = 7 [(۱۳- 1۴+ 5 )-(.)] = 725 وحدة مكعبة 
الحأ 
ام 5 . نز و هو . ص٣‏ م_ ے٤۳‏ 
وه : معلل اب هی : س ۰ [-. الاختبار السابع 
ص س 7 ۱ 7 ¥ 
ای تج ص = بس + ۲ اولا : اجب عن السؤال التالى : 
معادلة کک هی : سح - قح 0 في کل من العبارات ١‏ التالية أختر رح (م) إذا كانت العبارة صحيحة 
معادلة ھی سحا - عدم 0 ( 1(1 - تاس ٩)‏ حاس ء سس = + (1 + حتاس )+ ت 
- ۳ ۱ ب 
أى : ید سپ ان ص دم چس (6) (ب) ء التصحيح : نج 
۱ ۲ 
مره اب ) = | ( ص - ص ) ۶س + | رص ص ) ۶ س [(۱ - حتاس ) حاس ءوس = [(ا - حتاس ) (۱ - حتاس ) ء س 
= | رس + ۳ م + س)ءس + | (۸- ٤س‏ ۳+ س) ءوس < + (۱ - حتاس) ت 
= | وس ء س + |[ (ھ- چس )ءس ا 
= [ + س ] + [وس + بس ] =[‡- .] 75 ۳ : : = حا 
س 6 ۳ ٤‏ نصع : ص = | - حتاس .٠‏ ع ص = حا من ع بن 
+ [(۲ - ۵)-(ه - + )] = ج وحدة مربعة المقدار = 1 ص؛ ء ص - ل ص" + ث 


ثانياً : .۰ الدوران حول محور الصادات 


> ض حاط ب س سر ۲ - + ص 


0 
= + (۱ - حتاس) + ث 


٢ ۳‏ 4 
۰ = | س وص حل ثالث 





1۳ 
اکم الشنتورى أحمد ,ع_ععععععععع__ظ امد اقننتمی 





ا 






التفاضل و التكامل ( ۳ )_ثانوى 





1 ۳ 2 بست ےت 
| (۱ - حتاس ) حاس ۶ س = [(۱ ۱+ ۲ حا دين ) × 60 ۰۰ ,اس + مس" = | س | راس" + | 
۹ 00000 اسن بيد 
۳ حا ل من حتا لل من وس = ٣٢‏ | حا ل بن حتاحس ءس - ود(س) = باس" + س' دالة زوجية 
۹ ۹ / ۱ ۳ 5 ۱ بدا 
۶ [ حا چ س رچھتاڑس) ءاسن = 12 ] ها چس (حاچ س) ء س ند رت e Em‏ 


۳ ۳ 1 
ے و٩‏ ۷ کے ها امن جب ےط زع جا یں دث = | زس +۱) ۲(<۶ س) ء س 


1 





= + (۱ - حتاس ) + ث = 1 ( سا +۱" ار حر کلت E‏ 
(iTV -] ۱-0015 = .‏ 
(0 1 ( جه + جد )ءس = ]م لو | س | - جا + ث ۳ " . ۱ 
(60 (ب) [5] (0) اوجد | س لاسن +۲ سن 
الح الحأ 





نفرض أن : ص = بس +| ۰ص < ء بس ۰ س = ص | 
؛ عندما : س = . فان : ص د | ۰ عندما : س د ۳ فان : ص - 5 


(3) (ب) » التصحيح : المقدار = ۵۲ 1 ل ء س + ي ]س ءوس - 


بن ۲ 
= ٢ھ‏ لو | سام جو + ث 





۱ : ۾ و چ جم 
o. 00‏ :. المقدار = ] (ص -۱)× ص ءص - ] (ص - ص )ءص 
ثانيا : اجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 


۲( _ اس +س' وين 


[ + ص " - ۶ ص ]* 


- (ج ور ۳۲ ۲ وق ہے ور ے رہ د 


الحل [0] (۲) إذا كانت : د(س) = س - ۳ س + ٣‏ أوجد : 
() نضع : ص = س وض تون ` أولاً : القيم القصوى المطلقة للدالة د فى الفترة [ ۰۰ ۲ ] 
2 كاين وس ۶ ے ب این ثانياً : مساحة المنطقة المحددة بمنحنی الدالة د و المستقيمات 


“. المقدار  -‏ من حتاس + | حتاس ۶ س بن = . × من = ۲ 1 ص = . 
= مس حتاس + حابى ل ث الحا 









لفن التفاضل و التكامل ( ۳ )_ثانوى 





الاختبار الثامن 


درس) دص س' اط = ۳ ( س +4|)( سن -۱) 


۷ / وعد . 
نضع :د (س) = . .س <۱ 3 [ ۰۰ ۲] ولا : اجب عن السؤال التالی : 
ہداس ے - ۱ [ ۰۰ ۲] () اذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [ ۰۲ ۷ ] فان : 
۶ " د(.) ‏ ۳ ۰ د(۱) - | ۰ د(۲) = 0 ص ۷ 5 
. القيمة العظمی المطلقة = 0 1 د (س) ء ۶س + | د(سن) بسن = . 

الح 


> القيمة الصغرى المطلقة = ! 
نیا : ع = 1[ رس" ۳ س + م ) وس (ق) ,1 د(س) ءس + ,] وسوس 05 د(س) سڈ 
درس)ءس + 1 د(س) وس - 


| د(س) ءوس 


3 1 د (س) وس 


(0) مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ص = ہس' . ص = ٤س‏ 
تساوی ... وحدة مربعة 

الح 

(0) ص = بن ۰ ص = وس 


= [ ببس ا بس + ۳ س ] 





= ۶ 3 + 1 د 5 وحدات مربعة 


(ب) آوجد حجم الجسم الناشین من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی 
س ص = ۲ و المستقیمان س = | ۰ ہس - ۲ 


1 د(س) وس 





ص - ِل » الدوران حول محور السینات 
نضع : ص = ص ٠‏ من = 2 بن 


۳ 


۰ 
25 = 7 1 ص" ء بسن 





۳ - 
= 7 1( ع س )ءس ہی و سیر ا 
دج [  -‏ س ]' ل 17 
و ۱ ۱ و منها : من = . ؛ س < ق8 
= 7 [ - ل = 1 ( - ۲ + 2 ) = ۲ 7 وحدة مکعبه ۰ » ص ع ص لکل : س 5 [.. ء ] 


E‏ = 1 رص اص ) ۶ س 


1 
کا روس - س )ءس - [ ۴ س" 2 س 





ات 






التفاضل و التکامل ١‏ ۳ ) نانوی 





ثانیاً : أجب عن ثلائة أسئلة فقط مما یلی : 
۳ 
۲ م آوجد : () 1 © )لگ هس 


۲( | بى ص 


= [ - + س +۲ س ]ا +1 + س ع س]ٴ 


¥ =[(s-r) -)۷- 1+ ]۰-)2+۲ -( 1 


الحل [0] (ب) اذا كانت م المنطقة المحددة بالمنحنی س ص = ع + بسن" و 
(0 .۰ (س +۳) لام = (س + ۳-۳ )[ رس +۳) + م وين +۳) +۹ ] پوس > سن ل > ص = . اوجد : 
= س (ين +1 س + ۹ + تين +8 + 98 ) اولا + مساحة المنطقة © بالوحدات: المربعة لاثرب وحذه 
e ۹5 ۱‏ ثانيا : حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة ” دورة كاملة 
نے ہیں ور ہس ہس 


حول محور السينات 
". المقدار = ]| (س"+ ۹س + ۲۷ ) ۶ من 





۶ + سس 1 
= لے بن + ج بن + ۲۷ س + ث > ہی ديت سس 
1 
ل * کے ے_ ل 
0) نضع : ص = بن" ٠‏ ء۶ ص = ]من ءوس ۰ ۱ ا( س اض ل 
7 7 [ء لور س + اس ]ا 
ع خم = و ع نس /ہ عم سے 9 ۽ لا ع لا ۱ 
٠‏ المقدار = - من" ور ” +۳ 1 سم ” وس = : لو و + ۸ - و لور - كل 
> نصع: ل = س ۰ ء ٹل = ا 5 = لو ع + جل ب ۱۳ وحدة مربعة 
ءل = مه ۶ سل لے > 2 ۱ و ےم : 7 ۳ 
. المقدار = - سل" ۵ +( [1-س 9 +1 و ہے ۲ - 6 7-2 ] ص ۶ مس = 7 1 (۱۱ س ۰+ ۸ + س )۶ س 
- ا من - من - یں ۱ ۱ ۳ 3 
.ون ق ہے ۴ سن. و - ۲ 2 + نش = 7 [ ۱ س + ۸ س + ب بن 0 
حدم ( لسن + عيبن + عم) + ث = 7( +۳۳ + هت ) ۸+۱ + ) 
7 0 = ۵۷ 7 وحدة مكعبة 
[۳] () أوجد : | | سن ۲ | ء س 
الحأ 
0 
المقدار = ] (-س + ۲) ۶ س + ] رس - ۲) ۶ س 
10 





















الاختبار التاسع 


أولاً : أجب عن السؤال التالى : 
[1] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 


(5) إذا كانت الدالة د متصلة على 2) » .دس دي 


1 د(س) وس |1 د(س) وس + 1[ د(س) وس = 


A= || + ¥ = 


(0) _ 1 | س | |ءس=. 


O رر رہ‎ ES 
:=])1- + (۳ - ارم‎ 


,1 د(س) ء س = - 11 فان : 1" د(س) ءبس یساوی . 
٤ - )(‏ (ب) ۱۸ (ح) - ۱۸ ) ۷۷ 
الح 
1 (س) ء س = اا ]د (س) ء۶ س - | 





«)-71 ي). ‏ (ه) ۶ ۱ 
الحأ 

اس - | | ء من = _ 1( س +۱) ع بى ل 
إا ا من ]۲ 


(3) مساحه المنطقه المحدودة بالمنحنی ص = ہس و المستقیمین 
> ص = . » ہس = ۲ تساوی .... وحدة مربعة 
١ )((‏ (ب) ۳ (ح) 5 (۶) ۸ 

الح 

نضع : ص ح . یس حم 

و منها : س ح . 


“. حدا التكامل هما : من = . . بى - ۲ 


1 
م - | بناع س = [+س ]" 

3 = + × ا = ۶ وحدات مربعة 

ثانياً : اجب عن ثلائة أسنلة فقط مما یلی : 


٣ | )(: أفجد‎ © ]٢[ 
الحل‎ 


۳ / 
۳ ۲ من -۱ 
سن ]| بن -] 


بن ]ا 
۳ 
= ع لو | س -۱ ۱ 








م ۳ سین 
۱ وين :۰ () | ۹س ل ےءس 





0) نضع : ص = س' ہہ من > میں رمیا , 
۳ من 
وعم - ۳ 2 ع بن < ۵ 
1 1 ٣س‏ ۳ من 
“. المقدار = ۳ س ھ نہ ٦‏ سه ع بن 
> نضع : له = ۲ س ۴ .۲ ۳ ۲ 


۷ 


٣س‏ 
ع = ۳ 2 ع بن 






















۳ س و سو ۳ "mr‏ عبن ] 





٣۳‏ سس ٣ا‏ بن ٣ا‏ بن حے) ٭' د = سم 
٣ =‏ بن ۵ ۲-۰ س ۵ + < و + ث (<) ۰ یس س 
٣‏ ہیں ۳ حتف ۶ ی 
=۵ (۳ س -۲س + 2 )+ٹ مق لاح هک ل ار ری 
= ۔- ! 
[0] المستقيم (ب یقطع منحنی الدالة د فى النقطة ح (بن > ص ) و العمودی عند ح < | 
حيث س > .2 ((..]). ب(3 2 ۶ د(س) = ۸ > معادلة العمودى عند ح هی : 





ء ۳ ال سب 5 ر ص ۳ = | « زمن ‏ ۳ ) 
اوجد : )۳( معادله المستقيم ب (ب) إحداقى نقطة جح 1 اض ی سس 7 
(ح) معادله العمودی علی منحنی د عند النقطة ح .2 > هذه المعادلة لا تحتوی على حد مطلق 
و آثبت أنه يمر بنقطه الاصل فان العمودی عند ح يمر بنقطة الأصل 





(۶) حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة 
بالعمودی 25> و منحنی الدالی د و المستقیم 
بن = ٦‏ دورة كاملة حول محور السینات 


۳ 5 1 
3 (۶) ع = 7 | ا وس + 7,] من ۶ س 


r=‏ س" ءوس + 7 ۸ سس ےءو سس 














انح عم ص 7 ۱ 0-00 ۱ = jr‏ ے س' ]' + 7۲ [ - ۸۱ س ]" 

(]) سر اب هی .یج جج ہج ای : ہچ دق = 7 ٩(‏ -۰) + 7 (- لك + كك ) = عدم وحدة مكعبة 
سس حاط ص 1 =. () 

(ب) ‏ ص = جو بالتعویض من () ينتج : ص - 3ے 0 الاختبار العاشر 
و منها : ۳ ص ٩-‏ ص ٩+‏ = . اولا : اجب عن السؤال التالى : 


[1] اکمل ما یلی : 


“. (ص' ع ص +۳ د . 


۲ 
۰ ۳ (ص - ۳) رص + |) = . (5) _ 1 (ع۶س"-۹س"+) ۶ س < . 
و منها : ص = ۳ ۰ ص = - | الحذ 

۳ = بالتعویض فى (ا) ينتج : عندما : ص = ۳ فان :س‎ ٠ 


۲ ۱ 7 (ق) المقدار = [س*- ۲ ين" + مس ]' 
> عندما : ص - | فان : س - ۹ مرقوص ( حيث :س > . ) دہ 
= (۸۱ 05 + 10 ( — )| + ۲ - 0( = ۳۶ 

۷ 





ا 

















1 أ 
| د (س) ء وس + ا د(س) ء۶ س 
الحأ 
۱ 1 
(0) ۰ | د(س) ء س  -‏ ] د(س) ء س 
(9) مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ص - 
ص = ۲س" تساوى .... وحدة مربعة 
الحأ 
(0) ص = س + | ٠‏ ص = ۲ س 
نضع : ص = صل ٠‏ تن + | = ۲ بس" 
+ (س -۱) (س +۱) = . 
و منها : من = | ؛ س = -ا 
> صر > ص کل : سس 5 [-۱۰۱] 


e 03‏ = 1 رص - ص ) ع مس 


۲ 1 رص - ص ) ۶ س 
= ۲ 1 ( س +۱ - ٣س‏ )ءس 


= ۲ [ + س*+س ج بن" 1 


۱ 
ے سن ۲ یس + سے . ی بت E‏ 


(0) إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [ ۰۱ ] فان : 


یت المقدار کے صفر 


1 
بن + | 4 


- [(2 +۱ - 2)-(20)] = + وحدة مربعة 






ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 


[؟] () آوجد : () | طا( ۳س + ۱) بسن ۱ 
)۲( | (۱- س') ( ۳ س 1 ۶ سن 


الحل. 


3 





حا( ۳٣س‏ + ۱) 
حتا(۳ س + ۱) ۱ 
حتا(۳ س + 1 ) 


(0 [ طا(۳ س + ۱) ۶ س - ] ع بن 


ہق ا می سس ےا ا و موس 
 - =‏ لو | حتا(۳ س + ١‏ )| 
60 ۱(1- س؟) (۳ س - سس" ) ع س 
= ۲ ۳(1 سن ين" ) (۳-۳ س') ء س 
= چ۳(1 س - س") (۳- ۳س؟) وس 
= ±[ (۳ س - ی وس 3 وک ارس 
= چ × روس -۔ س ا اث حال (س - س۳) اث 


نضع : ع = ۳ بس -۔ہں' 
۰ ۶ درس - ۳ س') ء وس = ۳ (۱- سس ) ء س 
0 
“. المقدار = ۾ ] ( ۳ س - سا ) ×۳ (۱- س؟) ۶ س 
1 


0 
= چ اع وعم x=‏ ع لد ث 


۱ سا # 
جح چ ر٣‏ ین دين  )‏ ت 


الحأ 

(0) ص = ٩‏ - من ۰ ص =۳ عبن 
نضع : ص = س, ے وت س < ۳۴ ۲ مس 
٭ ہں' _ ۳ بن اللو سال 

رس ب ۳ ) ریس + | ) = ۰ 

و منها : من = ۳ ۰ بن < - | 

6 ." ص > 


#20 = ,1 ( ص - ص )ع س 





[۳] (ب) اذا كان 1 د(س) ءسن = ۰٩۹‏ [ د(س) ءوس - ع 


أوجد قيمة _ [ [۳د(س) - سن ] ءس 


الحل 


۱ ۰ 1 د(س) ء س - ٤‏ 1۰ د (س) وس = ٤‏ 


٩ = در(س)ءس‎ 1, ۰ 

ا د(س)ءس - 1 د(س)ءس +[ د(س)ءس 2-٩-2‏ - ۵ 

> 1 [۳د(س) - ٩‏ س ] ء س ۳ 1 د(س)ءس 
-1 1 س ءوس = ۳× و - 11( س']” 


۳ _ 


= ۱0 - 1( #2 -۲) = ۱۵ - ۷۵ + ۱۳ = - 1۸ 
[] (() آوجد مساحة المنطقة المستوية المحصورة بین المنحنیین 


ص + س = 3 , ص + ۲]س _ ۳ اس . 


کے و لكل : س د ۰۱-1 ۳ ] 








التفاضل و التکامل ( ۳ ) ثانوى 





1 ۳ 

= ] (1- س اط + ۲ س) ۶ س 
۳ 1 

= ۳۱ - س + ٣س‏ ) ۶ س 


= [ ۳ س - ل مس "+ س اے 


٩۹ + 9 ۹( =‏ )- (- ۳ + + +۱) = 25 وحدة مربعة 
[0] (ب) آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المستوية 
المحصورة بالمنحنیات ص = س + | . ص د .› 


3 بن = . » بن = | دورة كاملة حول محور السينات 
5 الحل 


حدود التكامل هى : بن =  ,‏ ہں ح | 
و المنطقة تقع فوق محور السينات لأن 
و الدوران حول محور السينات 


:٤ھ‏ - 7۲ 1 ص" ء بن 


: ص ح . 


۱ 
= 7 1(س + ۲س +۱ )ءعس 





= ج لس + ل س + سن ]' 


۲ -]).(-)١++ + (1 7 


ج 7 وحدة مکعبة 
















اجابات اختبارات التفاضل و التکامل عندما : د" (س) = . فان : س - | 
الاختبار الاول من الجدول المقابل الذى يبين إشارة دأ 












أولاً : أجب عن السؤال التالی : تچ مکی مب لاعلی 
[1] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
(1) أى الدوال التالية تحقق العلاقة : كم = ص © .1 ( حاس + حتاس ) ۶بس يساوى . 
ہس 1 
1 + 
(() ص = چ ( س +۱) (ب) ص = حاس (۲) ۶ (ب) ٢‏ (ح) صفر (۶) 7۲ 
س الحا 
(ح) ص = ه (۶) جن < - ۲ 1 1 
ہس 37 TCT TF‏ 
الح ۱ ۳۹ ( حاس + حتاس ) ء س = ۲ | ( حاس + حتاس ) ۶ س 
بایجاد المشتقة الثالثة للدوال نجد أن : الدالة ص د ه" تحقق العلاقة حیث + ' ۱ "۳ 
/ ۵ 5 ۱ = |[ حتا حا = ١‏ حتا ل کا 1 ۳ 
کے ہے 7 ہ عو - " إدرس الدوال الاخری بنفسك " 2 ۱ سس ۰۳ س ] ) > 7 1 TF‏ ) 
7 م ( -حتا. + ها. ) د( -۱+۰) ۲۱+ .)دم 
(۲) إذا زاد طول نصف قطر دائرة بمعدل 35 سم / ث فان محیط الدائرة ۱ 
یزداد بمعدل .... سم ث )0( ادا كانت الدالة د متصلة على م › ,| ۳ د (بسسن) ء۶ س = ۸ ۰ 
 )(‏ (ب) ۲ (ح) 1۲ (۶) ۲ 1۲ : ده فا ده 93 
بن ۱ 1 ۳ ا فان ,| 0 د(س) ءس < . 
موی ن. شک دعجم E‏ ربا دم (م) صفر (ب) ۱ (ح) ۳ (۶) 0 
۳ الحل 
ہے 7 5 ۳ ۲ ۱ 
(۳) منحنی الداله د حيث د(س) = س - ۳ سن + ۲ محدب لاعلی ۰ ۲ د(س) ء س = ۸ ۰ ۵۲( -٢ت(٣۳)-۸‏ 
عندما 
e‏ . ت(۵) - ت(۳) - 5 و منها : ت(۳) = ت(۵) - ۶ ) 
© ]- 1.۰ 9 ۰-1 1۱۰ 1 د(س) ۹ ۴۳ت (۶) - ۳ت (۳) = و 
¢ ام" مس ) ۶ س = ٠‏ ت 2 ت ۰ 
(ح) ۰۱۱ ۳ [ © ]۰۱ [ ۱ ۱ ۱ 
۱ “. ت( )1‏ ت(۳) = ۳ ٠‏ و بالتعویض من )١‏ ينتج : 
00 ۱ ت(ع) - ت(0) + ۳-۶ ۰ ت(1)- ت(0) = ا 
۰ دس) حابن ۳ بس + ۲ ف د (س) = ۳ بس - 1 من ۰ ۱ 0 
> د (س) = ۹ س -1 =1 (س -۱) یں ES‏ تر و ا ے یت 
أحمد آڑتننتوہی أحمد الننتوری 








۱] 
























خر | وس 


)٦(‏ مساحة المنطقة المحدودة بالمنحنی ص = ,۱۱۱ -بسآ و محور = 11 [ حام + ل - دحا - ۰ ] = 73*۱ - 7۸ وحدات مربعة 


السينات مقدرة بالوحدات المريعة تساوى . 


r11 ()‏ (ب) 71۱۲ )ك( ۲۸ (۶) ۶ 7 ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 
8 ۳ 
لحل المي [؟] (0 أوجد : 1 حا سس حتس وس 
انرم 
ص كيان -بس؟ بالتربيع : ص = 11 س' ۱ : : 
| حاس حتا س وين = - | حتا س (-حاس ) وين 


۰ سس + ص = |١‏ و هی معادلة دائرة مرکزها نقطة الأصل و طول نصف 








۳ / 1 
7 ۲ = - [حتا س (حتاس) وين = + حتا س + ث 
قطرها د 5 وحدات طول فتکون : مساحتها - 7:۱1 وحدات مریعه 1 1 ) ( : 
۳ عد پٹ 3 ۷ ۰ ہے »و 
ا فق < ,۱1۱ - سن تمثل نصف هذه الدائرة ص ۲ 
5 5 الع و ںا ات بخ ہے رید 3 (ب) ادا كان : ه" ۳ - مس + ص" = . 
فتکون : مساحتها = 7۸ وحدات مریعه أممداشتمملقد ٠‏ ۹ ۱ ہے 
الحل بالتکامل : ۱ لت 
+ ے٭ ۳ 
نضع : ص = . 2 ہے میں = ( الح 
۰ ۰۰ سی او ٢‏ 5 يك مہ امد ۳ ۰ ۷ # جم 
و منها : س سے و .امن - ة سن هه - س + ص < . باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 
و هما حدا التكامل اص ها ع ينها ير عد عبن + ۳ صا اج - . ۳( 
7 5 1 1 — 
. المساحة المطلوية (۴) = | ,۱۱۱ سن ءس = ۲ ] ,۱۱۱ -۔ساءس کد ب مین قان: ھا سے + ی 
نضع : س = 5 حا0 ٠‏ ء س = وحتا0 ء0 | + ص" =. و منها : ص = | بالتعویض من (ا) ينتج : 
» عثدما ٠‏ م فاره : حاق = . ؛. 0 = : 
كت 0 (-ا )× ها + .جره × عا _ع × . دس ×( )پر عد . 
> عندما : س دع فان : حا ۔ | ہہ 0 دح 


ع وص _ ہى ګل لا 
۰ (-ا) × "م = و منها : وبين = م 


۰ - س" = ۱۱-۱ حا 0 = 1٦‏ (1 - حا 0 ) = ۱ حتا 9 ۱ 

۰ س" = وحتا [۳] (() آوجد معادلة المماس للمنحنی : 
5 1 ×5 _ ص' = . عند النقطة ١‏ 

ہے اع |7 وحتاه » حتاو 0۶ = ۱ | 7 ۲حتا 0 ء0 اا و (- ء2 ) 


1 1 
= ۱۱ | ° (حتاع0 +۱) 0۶ = [١1‏ +حا,0 + 0 ]" × بس" ساس ص ص' + ۳ = . باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 





اد الننننتوم‌ی احم الننننتوم‌ی 






















[5] () حدد فترات التزايد و التناقص للدالة د حيث : 


منها ۽ لد _ ٢س‏ - ای د تچ + ]حا 8 ہے جج - 
5 كحي ہس + ۲ ص (سں) اف آحاس انت لکن 
سر لے" ۳ د (بس) = ہس + ۴حاس وه ك (س) = ۱ + ۲ حتا س 
و معادلة المما = = — 


ای : ۱ س + و ص - ٩‏ - 


ت0 عندما : س = ]7 > سس = ۶ ]1 
(ب) مثلث قائم الزاوية ۰ فى لحظة ما كان طولا ضلعى القائمة . إشارة د (س) كما بالجدول التالی و تكون : 
7 سم ؛ ۔ سم ء فإذا كان طول الضلع الأول يتزايد بمعدل و د (س) متزايدة فى الفترة 


0 ۱ ۲ 
پچ سم/داء و طول الضلع الثانى يتناقص بمعدل اسم/د أوجد .ي ۰۰٠‏ ا سے سوہ 
۲ متناقصة الفترة 
۱- معدل التزايد فى مساحة المثلث بعد ۳ دقائق لس 2 مس | جح | سلوك د 


1 جو + ع [ 
۳ ۳ 
لزمن الدی يتوقف تزاید مساحه المثلث د (س) متزايدة فى الفترة ] 7 ۰ 7۲ [ 





الحأ 
نفرض أن : س . ص طولا ضلعى القائمة بعد رہ دقيقة 
> م مساحة المثلث حيئنذ حيث س ٠‏ ص ٠‏ م دوال فى الزمن 


(ب) رسم مستطيل بحيث يقع رأسان متجاوران منه على المنحنى 
ص = سس" - ۱۳ و الرأسان الآخران على المنحنى 


-1 + + رہ . ص = .۳ - رہ 





بر" 

١ ۱ ۱ ۰‏ ہم - 
ہے = جس ص = ج (1 + چ رم )(.لط ارم ) 5 ص = ۱۲ أحسب 
١ ۱‏ ۱ مساحة اا 

= ۹۰ دعن - + ره ٠‏ باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى رہ الحا كبر نهد 

غك = ۲ - و به بفرض أن : ا۱ء = ۲س وحدة طول 
١ Ea. ۳‏ 5 و من هندسة الشکل نجد : 

بعد ۳ دفائق : عم < ] - م7 ۳ < | سم /د : 8 

يتوقف تزايد المساحة عندما + غك رےے سپ (١‏ 

ای عندما ۲ - ره - و منها رہ = 1 دفائق زس ۰ ۱۲ - س ) 





۰( ب = ۱۳ - س' ابن + ۱۳ = 
















+ مساحة المستطيل م = (مء × (ب = ٣س‏ (5م ۲ س') ٠٠‏ ص > ص لكل : س 5 [ ۰۱ ] 


ای أن : م = د(س) = ۸ء س - ۶ س' .ا عم حم [ (رص" ص"') ءوس 

> باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى سس ۱ ۱ دم 1( ل رس م ) وس 

د(س) = 2۸ ۱۲ س = ۱۲( س 5 ) :د (س) = 5] س س 

عند دا (س) = . من = ۲ ۰ س = ۴ مرفوض دم [- لل درس -۳) ]* 

»د(۳)  -‏ ۸ء >< . ۰ عند س ۴ تکون المساحة آکبر ما یمکن دم[ و ۱-۰ ( ۷ ۳۳) ] 


مخ اح ۶۸ × ) 2 ا ۸ - 2 وحدة مربعة = p=‏ وحدة مکعبة 
5 هو 0 5 چ اوس ب جم + i‏ 
[0] (() آوجد حجم الجسم الذاشین من دوران المنطقه المحدد:ة بالمنحنیین 3 (ب) ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة د الذى يحقق الخواص التالية : 


ص = ہق » ص = (س -۳) د(۱) = د(0)< ۰ ۰ د(۴ )= - ۳ 
۱ ایس < . الكل سے . 4 






دورة کامله حول محور السینات 


الحل ۱ داس) < . لكل بن < ۲ 
5 1 ۱ ۱ 
پقرضص : ص = س ۰ ص = رسن - ۲ ) دارس) > . لكل ہس > ۲ 


" درا) - دره)- , د(۲)< - 
". المنحنى يمر بالنقط ١١‏ ۰ ۰) ۰ 
<F) ۰ )۰ ۰ ۵(‏ -۳) 

5۹ و (س) < . لكل ہس + 


1 
٠‏ من رس - ۳ ) کے 
نے و سے وس ك 


> رس -۱) ٩(-‏ سس -۔ وس +۳ )= . 





٭ رس -۱)(س؟ + س +۱) - رس -۱) ( اس د ۳) - . :. المنحنی محدب لأعلى فى ]  -‏ ۰ ۲ 1 ۰ ]۰۳ [ 

> ( س |) ( ( س + س + | 3 بن + ط) ۔,. ۶ داڑس) < . لكل من < م دارہں) > . لكل من > م 

4 وس د ی د و یں ج 8 ) 2ت . ۰ ( ۴ ٠‏ طم ) نقطة صغرى محلية . د (س) متناقصة فى ] - م » ۲ [ 
. ( س |) ( س -۱)(س - 8) = . > د (س) متزايدة فى ] ؟  »‏ [ 


3ذ ضس ۲ يا ين 2 لاحظ : نقط التقاطع من الشكل 


55 الننننتوم‌ی 
















الاختبار الثانى 





(۳) أكبر قيمة للمقدار : م س - س" حیث س 3 لح هی .... 


: اجب عن : 1 
[1] اختر الاجابه الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 8 | 1 / 
5 ۲ ۲ س +| بفرض أن :د (س) = ۸ س - س د(س) = ۸ دعسن 
(۱) معادله المماس لمنحنی الداله د حيث : د (س) = هه درس مم عندما : دأ (س) = . فان : س - ۶ 
عند النقطة (- ١»‏ ) هی .... ری ےد دے . عند مس = 5 يكون للمقدار أكبر قيمة 
() ۲ ص = س + | (ب) ص = ۲ س + ۲ تا لسن ساد 
- - ۹ 

(ح) ص = ] سس - ۳ (۶) ۲ ص = ۳ بسن + | 8 )٤(‏ إذا كان ميل المماس لمنحنی الدالة د عند أى نقطة عليه يساوى 

الحش ۱ 





۳ من +۱ و كان المنحنی يمر بالنقطة (۰۳. ) فان د( ه"+ ۲) 


۳ من‎ ٣ 
۲ د(س) حاه د(س) = ۲ هه بن‎ "۰ 








۰۰ ۳۵( ( ميل المماس ( -[د (س) ا دام تساوی هه 
۱ ۱ ۱ (() ۲ (ب) ۳ (ح) لو, ۲ (۶) لوي ۳ 
“. معادلة المماس هی : ص |= ۲(بس + < ) الحا 
اھ ۳ / 
أى : ص = ۲ س + ۲ د (س) - لے > درس) = ]لے ء س 
)٢(‏ إذا كان ص - ع رہ + ع ۰ ع = ۳ رہ'- ۲ فان معدل تغير . د(س) = لوي | س - ]| + ث ۰ المنحنى يمر بالنقطه (۳ ۰۰ ) 
ع بالنسبة إلى ص یساوی .... .لو ۱۱| + ث و منها : ث = . 
۱ 
الح ۳ ۳ ۳ 
: > در ه + ۲) < لو | ه ٢+‏ "| - لو, | ه |= لو ه - ۲ 
ص ےرہ + 2 ۰ ۶ <۳ یه - ۲ 
۶ص 3 42 1 5 ۳ 
عن = ۱۲ ه ٠‏ نے هه (0) إذا كانت الدالة د متصلة على بح ۰ 1 د(س) ءس - و ء 
عع _ عم . عص ‏ ار 1 : 
وص ۵7۶ * عل آنه با د(س)ءسس = - ۷ فان | د(س)ءس - . 


5 
احمد الشنتورى 



















(۲) ۲ 
الحل 


(ب) ۸ رح) ۱۱ (۶) - 1۳ 


پا 1 د(س) ع بن = ٩‏ 


ت (۲) - ت (۱) = ٩‏ )۱( 
۱ 1 ت (۴) -ت(1) = - ۷ مم 
بطرح (۲) من (ا) ينتج : ت(٦)‏ - ت(١)‏ - ٦ا‏ 


5 1 د (سں) ء س = ا 


د (س) ۶ مس = - ۷ 


)٦(‏ حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحدودة بالمنحنی 


ص = ماس + | و المستقیمات ص = . . س = - | 

> سس = | تساوی . 

(۲) 7۲ (ب) FF‏ ح) ۲۲  )۶(‏ 1۲ 
الحل 


 - 4‏ 1 ص' ۶ بن 


-» 1 س +۱) ع بن 





2172 س + س ]1 


۲۳ - ])١- +) - (|+ ([ 7 = 


ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما یلی : 
۶ ۳ 
]٢[‏ () آوجد : () | س (۲س -۱) ءس › 


©| س ھ ' ٥ء‏ سس 


الحأ 


(10 س( ۴ س ۳) عبن = i-l‏ ء بن 





(6) نضع : ص = بن 


KIT 2-‏ ین 


ےت | ]ين ا مس حر سے . وس 


5 1 ١ ١ ١ 0 ۱ ١ ١ 

ح × ح <ااج (۲ من - ۱) + جح × سح × ح ۲ س ۔إ) + ت 
٤ ۱ 5 ۱‏ 
= ج( س -۱) + جح (۲ س -۱) + ت 


ل (۲س -۱) [ ۲(۶س -۸) + ]+ ث 


1 
= بر(۲ س -۱) (۸ س +۱) + ث 


= ۲ سس - | + ۶ص = ۲ ۶ س 
ج ء ص > س = چ رص +۱) 
1 + ( ص + ١‏ )× ص × ج ء ص 
= +1( ص + ص')ءص د +[ ص" + + ص ] + ث 


0 1 1 
- لے ص + لد ا ص + ت د ل ص (عص + 0) + ث 


ل (۲س |) [ ۲(۶س -۸) +و] + ث 


1 
ج( ۴ س -۱) (۸ سن +۱) + ث 


۰ ع ص = ۶ سس م 


جر 


وع اها مع د اھا 


. المقدار  -‏ ال من ها '” + [ ها وس 


















٣ --‏ من 


جا بسن بن ف < ه + ث 


ھ ' "(۲س +۱) + ث 


(ب) أوجد معدل تغیر ,۱۱۱ +س" بالنسبة إلى _ سس 








بن - ۲ 
الح 
نصع : ص = ٩‏ + سآ = (۱ + س ) 
, ماص ١‏ مد بن 
ہہ جد = ح ٦(‏ إ + س × ] س = 
بلق ۸ ( +٦‏ ہں' 
ع د س ,۽ ع (س )×| سن »| _ ع 
> اسمن دم e‏ وين م6 00 ”س 
رس -۲) رس ۲۲۶ 
عص اع ۔ ‏ کک ہی زس ۲ 
عَ رھ 7 +٦‏ ہں' 0 
> عندما سس < - ۳ وا ع بر چک ۔ عد 


س حتاص + ص حتاس = | أوجد عص 


(۳] () إذا كان : 
الحل 
× مس حتاص + ص حتاس = | 


۳ عم ص عض مه‎ oT 
. حتا ص س کا ص ےر ع ختاس - ص حابن ح‎ 


5 5 ۶۶ ۳ 
۰ ( ختاس س حاص ) کب = ص حابى ‏ حتاص 
. ۶ص حتا س سن حاص 


ع سن ص حا س حتا ص 








باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 


(ب) أوجد القيم القصوى للدالة د فى الفترة [ - 1 ١٠١‏ ] 
حيث : د(س) = ٣‏ س ٦+‏ س' + 0 
الحأ 
٠.‏ د(رس) = ببس" + اس" + 0 
نم دا (س) = وس + اس = ٦‏ س (س + ٣‏ ) 
نضع :د (س) = . .> س = .3 [-ا١٠١]‏ 
> سس = ع 8 [ اء ]١‏ " مرفوض " 


9 د(.) = ۵ د(-۱) = ٩‏ ۰ د(۱) = ۱۳ 
+ القيمة العظمی المطلقة = ٢۳‏ »> القيمة الصغرى المطلقة = م 


٤‏ اذا كانت ٠‏ د - نو و عندما مس < ۰ أوجد 
[5] © إذا كانت : د(س) ی ے۲ ی ا أوجد : 
() القيم العظمى و الصغرى المحلية للدلة د 
۳ 
0) | د(س) ءس 
الحأ 
0 * د(۰) ےدرں تر ےس 
“. د(س) متعددة التعريف مجاها حّ و متصلة عند سس = . أى متصلة على 02 


فان : د(.+ وی د(.)- 6(.+ و)+(.+ و)-. 


= ۲و + و = و(ع + و) 
د(۰۱+ و )ع وآ ۲ و (۲ + و ) 
سب تما تپ 


و ع». 


ل3 ی عثدما سل < ٠‏ 


٠‏ ای - نها 


وي ع. 


و عندما :. من < . فان : د ( ۰ + و ) - د (۰) = ).+ و ) - (.+ نے 


5 
احمد الشنتورى 
































۳ 
= ۲و و < و ( ۲ - و ) ےار دده = ۳× ۳ ير | = ۳٩‏ سم" /د 









5 د( .+ و )- د ( .۰ ۲ و ( ۲ - و 
اح انی ) ۰ ۰( _- بے ا > _ ۱ 
ا م ۴+۴ س عندما بس < . [o]‏ )( أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ص = س 
ك د (.) و(.) دم داوم ا ٦ع‏ سج یں بالوحدات المربعة ۳ 
/ الحأ AE ES‏ 22 ا AT‏ 
بوضع : د (س) = . .۲+۲۰ س =. عندما س<. و منها : س =| 001 1 ا يلي كت 
4 ۲ ]بن < , عندما س > . و منها : س = !| پقرضص : صن = سس ء 
۰ (۱۰۱) ۰۷۱-۰ ۱ ) نقطتان حرجتان من الجدول التالی : ص = بن دمن 
د(۱)< ۱ قيمة عظمی | مه 5 کت میرم " لایجاد نقط التقاطع نضع : ص = ص 
محلیة . 7 
3 . من = سس - من 
د(ل١)-‏ | قيمة 
سلوك د 
فا یہہ )ہے امس | ی | سلوك د ا وی سے 
١‏ سپ کت کے 
00 | دزرس ء س = 1 (۲س + س")ءس + اف 


۳ ۲ : 5 ہہ من = »> مس - ى۳ 
1 ( ۲ س - س ) وس =[ س + چ س ام ۳ لاحظ : نقط التقاطع من الشکل المقابل از 
۰ ص > ص لكل : س دا[ 


[ س' دس ] "= (. ۱+ )+( -ظ ۱ 
۳ 3 ۳ ۳ 
جه + * بر ٭ ۹ 5 + 4 ۰ = = = ٦‏ تک - 

(ب) يتزايد حجم مکعب بانتظام بحيث يظل محتفظا بشكله بمعدل 3 8 ۳ ص ) ۰ 1 ۱ 2 میس .0 
۷ سم /د » آوجد معدل الزيادة فى مساحة آوجهه عند 1 (جس -۲بس ) ءوس = [ ۳ س - س ] 
اللحظة التی يكون فیها طول حرفه ۳ سم = ( ۲۷ - ۱۸ ) - (۰) = ٩‏ وحدة مربعة 

سس ۳ 1 

بفرض أن : طول حرف المکعب - ل وحدة طول (ب) ادا کان للداله د حيث د(س) = س +۲ س + ب بن 
". حجم المكعب ع - ل" وحدة مكعبة . عع سن" » عه نقطه انقلاب عند (] ۰ ۲) فاوجد قیمتی الثابتين ( ۰ ب 
۷ سي واي Ie‏ رتا ا ثم ارسم الشكل العام لمنحنی الداله 


> .۰ مساحة أوجه المكعب م = ول" 
5 
أحمدر ازن یئ 









ری د سو ای + ب ین ,1د ربع اغا مق إين £ ب 
> دا(رس) 1 س +۱۲ 

٠ ۴ ( ۰ ۰‏ ۲) نقطة انقلاب للدالة 

دم = . ۴٣‏ =. ومنها: م - -1 

> المنحنی للدالة يمر بالنقطة (۲ ۰  )۲۳‏ ۲(3۰۰) - ۲ 

٢٤ ۸‏ + ۲ ب - ۲ و منها : ب = ٩‏ 








د (س) = ےو : ٩‏ س 
ا ۳ 
د (س) = ۳ بين ]اين + ٩‏ = ۳( س - ۳ )( مس |ا) 3 الاختبار الثالث 


ر دس داوس ۴ز -۹(س -۳) 
عندما : د (س) = . فان : س = ٣‏ ۰ س - | 8 ولا : أجب عن السؤال التالی : 
[1] اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 


*. للدالة نقط حرجة عند : سن د ۳ » مس - | 
(۱) ميل المماس لمنحنى الدائرة من + ص" = ۲۵ عند بن = ۳ 








و تكون الدالة متزايدة فى ] ۳ > مه [ » وفی ] - ”ص [١ ١‏ 


و متناقصة ة | ء ۳ 
فى ] 1 يساوى . 
» عندما : د (س) = . فان : س ح ۲ : ۳ ٤ ٥‏ 
7 ۱ 7۳ ۲ () - مم (ب) - ج (ح) ۲ (۶) ۳ 
> د (۳) = 71 > . ۰ (۳) = . قيمة صغرى محلية ۱ 
/ 7 ستے 
> “د () = - 1 > . “. د() = ۶ قيمة عظمى محلية 
ء / 7 باشتقاق الطرفين بالنسبة ل : 
> د (س) < . فى [6٠ »  ]‏ يكون المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة ٠‏ سن با من عاص ل پا اي 
ةُ £< » ٠‏ 6< ہس سد کڪ ق ۶ للخم کڪ - 
۰ دس > . فى ] ۳ ۰ ص1 يكون المنحنى محدب لأسفل فى هذه الفترة 7 ام وص 
؛ النقطة ( ۴ ٠١‏ ) نقطة إنقلاب > من = ۴۳ فان : ص = + و .. ميل المماس <[عس ا - 2 
» نقط التقا محوری الإحداثيات : ۳ > 6 [ ۰ 6 وه ۰ ۰ ffi‏ 
00 لل () اذا كان د رس) = سم فان ارس = 
نقط إضافية : (5 ۶۰ ) ۰ (-۱ ۰ ۱۲) س 
و يكون جدول التزاید و التناقص و التحدب و الشکل العام لمنحنی الدالة د  )0(‏ ۳۲ (ب) - ۱۲ (ح) ٦‏ (۶) ۶ 


كما يلى : انح 
أحمد التتنتومى 





























3 د (س) = س (س -۲). - ۳ 1 مس (س) ع سن - ۵ 1 ءس 





. د(س) = رس -۲) سوس -۲) ۲ 6« ۰۳-۷« (-ع)-و[س]' 
o)‏ وص ید۳ TC‏ ی :۳۳ = 2 + 1 - ۵ < ( 2 - (Ff‏ = ۲۰ .| ح .| 
47 ج ۸ ×× 7 7 
. د (س) < 2 ( مس - ۲) »> د (س) = ۱۲( س - ۲) (0) مساحه المنطقه المحدودة بالمستقیمات ص = ٣س‏ - ٣‏ ۱ 
2 
٠‏ د (۳) = ۱۲ = بن + ۱ بن = ۲ تساوى 
۹ 
(۳) إذا کان کے 5 قتا س > ص = ۲ عندما س - 7 (۲) ۲ (ب) ۳ (ح) ج (۶) ۱ 8 
فا - م الحأ 03 
إن ص = .... 50007 
() - ( ۴ + طتاسس) (ب) ۔(٣۳‏ + طتاس ) و جج سوہ 





بي ج = + ۱ 
(ح) ۲ - طتا س (۶) ۳ - طتا س اد تقل سس بد 
الحا لایجاد | طع نضع : ص = صل 
۶صد = قتا" قتا" : : ہہ ٣‏ مس - ۳ = س + | 72 
جع ح كنا سن ۷ ص = | قتا س ء س  -‏ طتاس + ث ۱ 1 
مه س = 
۽ *“ ص <- ۲ عندما س = مل ہہ ٣‏ = سإ + اث و منها : ث = ۳ 
١‏ ×× ص > ص لكل :س 5 [ ۲۳ ۰ 5] 
. ص = - طتاس + "۳ 1 


٤‏ . م =[ (ص -ص ) ءس =[ (س +۲-۱س + ۳) وس 
(ق) إذا کان | د(س) ءس = لا ۰ ,| مس (س) ءس - ۲ 


= 1 (غع- س) عبن = [ وين ين ]" 


8-150١‏ ) - ( ۸ - ۲ ) = ۲ وحدة مربعة 


فان ,1 [ ۲دس) - ۳ م (س) - 0 ]ءس تساوی . 
() - ۱۸ (ب) - ۸ (ح) )٦( ۱۶ )۶( ٠١‏ حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحدودة بالمنحنیین 
الح ص = طاس . ص = قا سس و المستقیمین س = ۲ 7 
> س = 14ج دورة كاملة حول محور السينات مقدراً بالوحدات 
المكعبة يساوى . 


1 (س)ء س ہ۲ اھ با (س)ءس ۔ 


+ 1ع درس ۳ م (س) -۵ ]ءس = ع 1 د(س) ءوس 





اكه اأشتنتنورى أحمد لنتتنتو,ی 
















| 


( 7 (ب) T+‏ (ح) ج ۲ (۶) ۲ 7۲ > د (س) 


رس £( 
لكت م 
مأ (س -ع)؛ 


۰ / 
عندما : س > 2 فان :د (س) < . 





> عندما : س < 5 فان : د“ (س) < . 
ای أن : دا (س) < . لكل س 3ح ۶۱ ) 

لاحظ أن : د س) غير موجودة عندما : سس - 5 

. منحنى الدالة د محدب لاعلی لكل س 23ح ۶۱ 

أى على : ] 5 ۰ مه [ ٠‏ ] - مه ٠‏ 5 [ ولا توجد نقط إنقلاب 





[] () أوجد :() 1 س رس - 0) ءوس 


10 عس ه " ءوس 
الحل 


ثانیاً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 
۳ 1 
۱ () آوجد مشتقة ص بالنسبة إلى س حيث :ص = س' لو س 1۱0 (س - م ۵)(س -۵) وين = [(س -0) ۶ س 


۳ 0 1 
الحل + 10 (س -0) ءعس = <(س -۵) + ّرس -0) + ث 
ع ص _ ۲ 401١‏ _ 1 
مین = ]سن لو س + س × چن = ]م سن لو س + سن = چ (بس -۵) (ع س .۴ + مع ) 


= س (]لوا س + | )- س (لو س' + | ) = حون در O‏ 


ب) اذا كانت دس = ۱ مر 06 فأوجد فترات التحدب !| حل اخ 
)۱ (س) 0 ( ١‏ ۹ نضع : ص = س - 0 ىہ ء۶ ص = وس ۰ ابس = ص + 0 .... أكمل 
اعلی و إلى اسفل و نقط الانقلاب ( إن وجدت ) لمنحنی الداله د 
انحل (۴) نضع : ص = 2 س ٠‏ ماص < 2 عبن ۰ 


وع ھا وين ال - + هه 


E 
- 3 


×درں = رس -1) 0ك د(س) = چ (س -2) 





اد الننننتوم‌ی 


















د(س) = بس" - وس على الفترة [ . » 5 ] 
الحل 
۰ د(س) = یں“ بے وس" 


/ 
ے درس ے٤‏ س د بسن" = و من ( س ۳ ) 


نضع :د"(س) - . ٠‏ سس ے-. 3إ .:ئ] 
+ بن = ۳ 3 ۱ ۰ ۱ 
4 " د(.) = ۰ > ۵( ۳) = - ۲۷ 3 در٤)‏ = ۰ 


“. القيمة العظمی المطلقة = صفر ٦‏ القيمة الصعری المطلقةه  -‏ ۲۷ 

۷ (۲) اذا كان حجم الجسم الدورانی الناشی من دوران المنطقة 
المحددة بالمنحی ص = س" و المستقيمين بن = . ) 
ص = | دورة كاملة حول محور السينات يعادل حجم سك 
إسطوانى الشكل طوله 2۲ وحدة طول 

الحل 

- | سس" 


۳ 
کي = سس ؛ 


نضع : ص = 
و منها : س - | 


ص 
۱ 
۳ 
. 





المقدار = وس لس ها ور ها ءس 
۳ من ٣‏ بن ٣‏ بن ٣‏ من 
= ٣ھ‏ د ]عه اوسن -۔ سھ ‏ ادها + 
داه "(۲س -۱) + ث 
(ب) آوجد القیم القصوی المطلقة للدالة د حيث 








¡ ص > 


۳ 


ص لكل : سس د [.ء 1] . الدوران حول محور السینات 


۱ ۱ 
6۰ = ا (رص ص )ءس =2 1 (۱- س )۶ س 
دج [ س - جس ]' = © [۱- ج ] = ( 7 وحدة مکعبة 
> ." حچم السلك = حجم الجسم الدورانی 
چر sf x‏ - 2 عر و منها : ش, = ج وحدة طول 


(ب) یتناقص الضلعان المتساویان فى مثلث متساوی الساقین ذو 
0 قاعدة ثابتة طولها ل سم بمعدل ۳ سم/د ء ما هو معدل 
3 تناقص المساحة عندما یصبح المثلث متساوی الأضلاع 
3 الحل 
بفرض أن : طول كل من الساقين = س سم 


و رسن 





سرت = ۳ سم اد ۰ من هندسة الشكل : 

3 ۳ 

ع سے بس"_د ل ع سے زس' _ ا ل( 

۰۰ مساحة المثلث ۳ = + لع — ل رس" 0 7 
STE ١ 2‏ 

> کک = إل رس - + و( × ۲ من تلد 


= چل س (س"- ل') درس 


= ڑل س (س ك ل( 


ليصبح المثلث متساوى الأضلاع نضع : س = ل فيكون : 
۳ ۳ ۳ ۱ ۳-۳ م ۳ 3 > 
طحا اصن (س جا س) EEE‏ 
۱ 
_ دبس ما۳ 
= کے“ پر بے = م۳ س 
دناس بن ۷ا۳ 


ای أن : المساحة تتناقص بمعدل م۳۷ س سم" /د 
















١ 
ص = ۶ بن - بن‎ ٠ 


الحأ 
بفرض : ص = من ء ص = و س - مس" 
يحاد نقط التقاطم نضع : - 

لايجاد التقاطع نضع : ص ص 


: 
٤اس‏ ہں' = ہس 

. = ين" ا وين‎ ٠ 

.= ) ۳ س ( بس‎ ٠ 

من = , ۰ بن = ۳ 

] ۳ ۰. [ ص > ص لكل :س د‎ 0٠6 


#2 = | روص ص ) سے 1 (عوس ل س؟ - س) ۶ بن 


۳ 51 "۹ 
ع مس = الل سل 


1 زم ىس- سس ) ع بس = 


)٩- ۴ (‏ - (۰) = + وحدة مربعة 


(ب) ارسم الشکل العام لمنحنی الدالة المتصلة د الذی له الخواص 

التاليه : د (.) = ۳ د( !)- د( )= . ۰ 
داں) < . عندما : -ع < بن < ع ۰ 
د"می) < . عندما ۰ س > .۰ 
د "(س) > . عندما . بن < 

الح 

×× د(.) = ۳ . المنحنى يمر بالنقط (. ۰ ۳) 

. - د(۴ )= د(-۲)‎ 2 ١ 

أحمد التنتتومی 
















“. للمنحنی نقط حرجة عند س = ۲ 4 بى = ۲ 
و عند هاتين النقطتين المماس // محور السينات ص 
۰ دس < . عندما  :‏ < س دم نت 
.٠‏ د(س) تزايدية فى ]۲ ۰ ۲ [ 
// 
۰ د ا (س) < . 
". المنحنى محدب لأعلى فى ]| ۰۰ م[ 
// 
»> " د (س) > . 
. المنحنی محدب لأسفل فی ] - م ۰ ۰ [ 
چ ار سس 
ظ 








الاختبار الرابع 


أولاً : أجب عن السؤال التالى : 
[۱] اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
1 ۰ ۔_ ۳ ۔- 0 وم له ۳ 
(0 إذا كان ص = لل فان عند س = 1 ۰ عے عم يساوى . 


ع بن 
() -۱۲ (ج) ٦‏ (ح) ١‏ (۶) ۱۲ 
الحل. 
ص = (۳ یں ۵ )(س ')٢-‏ 
کا < ۳ رس د ۴ ) ' دوس -۲) '( ۳س -0) 


= رس ۴ ) ' [ ۳ جس ۴ ) -( ۳س - ۵) ] 
< (س )٢-‏ '[ ۳س ۹۔۳ س + و ]= -(س -۳) " 


)۲- غ ۲ رس‎ ٠ 
ع بن‎ 



















1 سے ۱ 0 (5) منحنى الدالة د حيث د (س) = (س - ۲) ه” يكون محدباً 
ع بن (س -  )٢۲‏ ۶سس ااا لأسفل على الفترة . 
0) [ قاس طاس ء س = .... (0 ] -ه ‏ و [ 9 ۲۰۱-۱1 [ 

ہے 1 ۳ 1 (ه) ]۰۰ ۲ [ (۶) ۰۰۱1 هه ل 
(م) ۽ قا س + ث (ب) > قا س + اث الحل 
(ح) + قاس + ث ()  -‏ قا سن + ث جنر ب وس ہاج 0 0 
الح د(س) ها +(رس -۲) ۸م ادف (۱+ س -۲) 

7 53008 ۱ 0 = ه (س )١-‏ 
| قا من طاين وين = ]قا س (قاين طاس )ين = 3 // من سس 

0 / ك٣‏ > د (بس) = ھ رس - |) + ش 


= ه زس ۱+ ۱) 





)۳( العمودى للدائرة + سأ + ص" = ع1 عند أى نقطة عليها يمر = اس هاا > د (س) 

بالنقطة .... > د (س) > . عندما : س > . 

() ( ۰۲ ۳ ) (ب) ( ۱۰۱ ) . منحنى الدالة محدب لأسفل فى ] ۰۰ مه [ 

(ح) ( ۰۰ ۰ ) (۶) (-۲ ۰ ۲ ) 5 

الحل )٥(‏ _ 1 ٣س‏ بسن - 2 | وین يساوى .... 
ا :. ع بن +۲ ص مد = . ومنها :ع - _ كد (() - ۲۷ (ب) ‏ ۲۰ (ح) ۰ (۶) ۲۷ 
> بفرض أن : النقطة (ح . ء ) على الدائرة انح 

۰۰ لمما مد ت = __ جح سپ کے اك 

ميل المماس ا 3 ميل اعمودی |(ژ[ ٥٣س‏ اس | وس = 1 لاس( س + ی) وس 
> معادلة العمودی : ص اعم = ےہ تت جہ :- 7 1 5 
١ 0 4 ۱‏ = 1 ( ۳ سا + ۱۴ س ) ءوس۔-[-۔س + سا ] 
ای : = ص - هچ ء = عبن - جح ۶ ای : = عبن حص ح . 1 3 
وهی معادلة مستقيم يمر بالنقطة ( ۰۰۰ ) " معادلة قطر الدائرة " ۳۶ ۱ سر 


ای أن : العمودی على الدائرة بالنقطة ( . ۰ . ) 


اد الننننتوم‌ی 












)٦(‏ عند دوران المنطقة المحدودة بالمنحنی س = ل . و رس + ۳) [س +۳ - ۱۳] + ث 


1 


| < ص < 5 . و محور الصادات دورة کاملة حول محور الصادات = 5 رس + رس + ت 

فان حجم الجسم الناشئ مقدراً بالوحدات المكعبة يساوى .... E‏ 

() 75 رب) ۲۷۳ ہر (ح) ۲ ۲ لو.۲ ir S5 (e)‏ ضع : س | = ( س +۳  )‏ 5 ثم أكمل 
الحل ۶ 


ذا كان : حا حتا = . فاثبت أن : 
٭ الدوران حول محور الصادات ۰ (ب) دا كان : ص 5 ۲ سس تبت ان : 


1 1 
8 ۳ = 7 1 سا ء ص = 7 1 ا ء ص 









عأ ص _ «عصد) طاس = ٤‏ حتا ٣‏ س قا ص 
ع سنن 


۱ 


ء۶ 
5 لح 
= 7 [ لور | - 7 [ ليع - لوا ] ۱ 0 ۱ a‏ ۷۷و 
ظ «* حاص + ھتاس - . باشتقاق الطرفین مرتین بالنسبة ل س 
= ۲ 7۲ لو ۴ وحدة مكعبة . حتاص ئگ = 
.2 ۰۰ او ا ا سنك , 
۱ 1 1 
ثانيا : اجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما یلی : 4 ۱ 9( ۲ - 5 حتا ]؟ سس = . 


7 ۲ ۲ مس و 1 7 ۲ ۳ 1 1 
[]] (0) أوجد :(ا) | (۳ س وه )ءس ء بالقسمة + حتا ص ينتج : ۶اس - ( عِد) طاص - 5 حتاع س قا ص 


س | 
)| سس ۶ ۱ ٤‏ 
الخد ۳0 ۶ (۱۳ (0 اذا كان 1" د(س) ء س = ۷ 1,۰ م (س) ءس = ۳ 
۳ ۳ سن ۳ ؟ سن 7 ہ2 , 
() | (۳ س' - وه )ءس = ×٣۳‏ چ سا ود ها اث آحسب قيمة [ [ درس) + ۲ م (س) - 5 ]۶ س 
= یی" دم ها + ث الحل. 
(۲) نضع : ص = بس + ۳ بے عض = وين .6 س اح ص - ةق 1 م (س) وس = ۳ 12 1 مس (س) ءس = - ۳ 


. المقدار = 1 ص 2 )× صن ءص = [(ص ‏ وص )ءص ۵ ,11 درس) + ۲ م (س) -:]ءس = 1 د(س) وس 


= دص ۲ص + ث 


ورس + - هرس + بت ۲+۷ (- ۳ ) -2[س ]۱ 
۸-۶۶-۷۷ -<۱- 2-۱۳ - ام 


1 


+ 1,۲ (س) ءوس ع 1 وس 






















(ب) إذا كان منحنی للدالة د حيث : 
د (س) = س "+ ب اس + حاس + ء له قيمة عظمى 
محلية عند (۳ ۰ 5) و له نقطة إنقلاب عند (1 ۰ ۲) 
الحل 
٠.‏ د(س) وين + بين + حابن + ء 
دارس) = ۲۳ س +ع بين دح ۰ د (س) = ۴۹س +۲ب 
۰ ۰ (۰۱ ۲) نقطة إنقلاب لمنحنى الدالة 
دک = . ۶ ۲ +۲ بپ -, و منها : ب = ضام 0 
٠ ۰‏ ) نقطة قيمة عظمى محلية لمنحنی الدالة 
دام = . ۰ + و ب +> =. > بالتعویض من (ا) ينتج : 
۲۱٢ ۲‏ +> = . و منها : ه = ٠.‏ (۲) 


> بطرح (ع) من (۳) ينتج : ۲( = م ۰ م دا 

۳ = ينتج : ب‎ )١ بالتعویض فى‎ ٠ 

> بالتعویض فی (۳) ينتج : ۳ +۶ - ۲ و منها ‏ ء -. 

“. د(س)  -‏ مس + س 

[5] (0) أوجد مساحة المنطقة بالمنحنى ,اسن + باص ح | 
و المستقيمين س = . . ص < . 

أحمد التننتوری 






> .۰ المنحنی للدالة يمر بالنقطة (۰۱ ۲) . د() دم 

*. م + ب + ح +ء - ۲ > بالتعويض من )١(‏ ۰ (۲) ينتج : 
۰ ۲ ۳ بع دام ۲ +2۶ ۲ )٣(‏ 

> .۰ المنحنی للدالة يمر بالنقطه ٢(‏ ۰ ۶) ۰ د(۲) = ۶ 

-. ۳( + وب + ٢ح‏ +ء - و ٠‏ بالتعويض من )١(‏ ۰ (۲) ينتج : 
PA <‏ عام + ء - 1 . 8م +ع < 2 (i)‏ 


الح 


۶ ص ےم | بن 1 بب بن سے ۱ 


۰ حدود التکامل هی 


م6 


+ صن = | ۲ ماس + س جح | مم س + مس 


اص < | 


- | ۱1 = 2 7 


3 





- ۱ - ۽ 


: من = . ء س ح | 


3 
۳ 





۱ ۲ م‎ ٣ 
1 ]ين + س )وين -[س دين + + بس‎ 


+ + = ج وحدة مربعة 


د ( ۶ ) ہے 


۲ د(۳) =£ ۰ د(۲) < . 


دا(رس) < . عندما : س > 5 أو < ۲ ۰ 
د (س) < . حتلما: بس > ۳ . 


د“ (س) > . عندما: س < ۳ 


الحل 
““ د(ع) -5 


م6 


۰ ۲د(۳) - ع 
” د(۲) < . 
7 د م 
٠‏ د (س) تناقصية 
< ۰۶۱ ه [ 


1 
30 (س) < . 


". المنحنى محدب لأعلى فی ] ۳ ۰ م[ 


f 
. > د (س)‎ ۰ 


“. المنحنى يمر بالنقط ( 2 ۰ ۶) 
. د(۳) - ۲ “. المنحنى يمر بالنقط (۳ ۰ 5 ) 
“. المنحنی يمر بالنقط (۲۱ ۰ ۰) 

عندما : س > 2 أو س < ۲ ص 


فى ]- م ۰ ۲ [ 
عندما س > ۳ 


عندما س < ۳ 









“. المنحنى محدب لأسفل فى ] - م » ٣‏ [ 
> النقطة ٣(‏ ۰ ۲ ) نقطة إنقلاب 


[0] () أثبت أن حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة 
بالمنحنيين ص = > ص = 0 - بن دورة كاملة 
واحدة حول محور السينات يساوى 79 من الوحدات المكعبة 

الحأ 

ص = یف ۰ ص - ۵ - س 

نضع : ص = ص > وس - مس" - 

س ب وس + و - : 

. ( من | ) ( س - 2 ) = 

و منها : من = | ؛ س < ۶ 

اص > ص لكل : مس د [ 1 ء ] .۰ الدوران حول محور السینات 

1 
دع = ]| رص'-ص ) ء س 
1 
= 7 1 (۲۵ ا من + س" - للك )ءوس 
سن 


= ۸ ۲۵1 س ولك + دس" + لل ]* 
= ج J]‏ ).1 -.م + + ۶ )-(۳۵ 0+ ل +1[ 
= ۹ وحدة مكعبة 
(ب) اذا كانت 2 مساحة الجزء المحصور بين دائرتين متحدى المركز 
طولا نصفا قطریهما ضہ . ره حيث فی > ره آوجد معدل 
تغير ع بالنسبة للزمن فى اللحظة التی یکون فیها فض = 
آحمد التتنتومى 








سم » ہہ = 1 سم ء إذا علم أن عند هذه اللحظة ش, یتزاید 
بمعدل ۳و سم / اث پت بتناقص بمعدل ٢‏ سم / اث 
الحش. 


من الشكل : ع = 7 (فم - فی( 4 
۶ فى ع مم 


۰ ۶ ._., 

ہ رگ ہم (افم ےی -۲فم مک 

) وه‎ «۶ 1 «۲ ۲ — (of - ( «۲ ٠١ ۲ ۲ ( 7 

= - ۷,1 7 سم" /د أى أن : ع تتناقص بمعدل ۷,1 7۲ سم / د 








الاختبار الخامس 


8 أولاً : أجب عن السوال التالی : 


(۱] یوضح الشکل المقابل : 
منحنی دأ (س) للدالة د حيث : 
د(س) = س + ب س" 

م » ب ثابتان اکمل 

(۱) الدالة متناقصه لکل س < .. 

(۲) لمنحنی د نقطة حرجة عند س < ... 

(۳) منحنی د محدب لاعلی علی الفترة . 





(0) د () = 
(9) مساحة المنطقة المحددة بمنحنی الدالة د و المستقیمین س = ۲ 
> س = . بالوحدات المربعة یساوی 






5 
احمد ألشننتوہی 
























الحل ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 


۳ 3 1 3 
١‏ د (س) = اس + بپ س ٭. د زں) = ۳ ( بن + ٣بس ٢‏ )( أوجد :0 | قتا ا اج موس ۰ 
> ٭ منحنى د (س) يمر بالنقطتين 1١١‏ 2 ۳) ۰ (؟ ۰ ۰) 1 7- 
۰ ۱۳ +۲ ب - ۳ ٠‏ 19م +وب د. و بحل المعادلتين ينتج : ۳ بح 
| <-ا ۽ ب < ۳ ؟ سن + 0 بن + م 
فتا = ے _ م طتا لظ الك ب ث 
پ درس = - من" + ۳ بس" ۵ 1 گا وس عكار 
/ 5 
ے ۳ بس زس ۲ ) ہس - | ٣س‏ - ] ۳ سس - | 
سر 1 

5 ۲ | 

,دس = - 1 س + ۹= - 3( س -|) ا = ج لو | ۳س || + ث 


الشكل المقابل يبين منحنى د (س) 
0 ۰" د (س) < . عندما : س > . أو < ۲ 
“. الدالة متناقصة لكل س د ]م ...ات بن 3 ]۰۳ هم [ 


(ب) للدالة د حيث د (س) = ين" وين" + ۹س | 
(۱) عين فترات التزايد و التناقص للدالة د 










() ۰" دارس) = . عتدما : س = . » س - ۲ (0) أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د فى الفترة ] . » ۲ [ 
“. لمنحنى د نقطة حرجة عند س 2 ۰۰۱ ۲ ؟ الحل 

(۳) :۰ د (س) <. عندما : س > | ٠:‏ درس) = س" ٩‏ س" + واس - | 
:. منحنى د محدب لأعلى على الفترة ]۱ء [ > از = ٣‏ س' - ماس + ٩‏ 

ری ۰" د رس < . عندما : من < ۰ ۰ د (س) > . عندما : س > . = سين (س" - وس + ) 


۱ 07 ۰و2 
e‏ محلیه للداله د عند ہس = . " لاحظ : د (ہ) > . " = ٣س‏ زس )زس - ۳) 


(0) د () = > د (س) = . عندما : س | ۰ س - ۳ 
وی تا مد سس ار ی س - ۲ . س سے , ”. الدالة متزايدة على ] - م » ۱ [ ۰ ] ۳ ۰ مه [ : متناقصة على ]۰۱ ۳ [ 
= 1( س + لس" )عبن -[ دوس + بن" ]' > درس = . عندما : س | 5 [۰۰ ۲ ] 
= ع + لم = ۶ وحدات مربعة بن = ۳ [۰۰ ؟] 


م“ د(.) = | ۰ د(|) = ۳ > د(۳( = 
. القيمة العظمی المطلقة = ۳ . القيمة الصغرى المطلقة  -‏ | 


5 
احمد الشنتورى 





55 الننننتوم‌ی 


















۲ ہہ 7 ۳ 
[۳] (0) إذا كان د(س) = ع + طتاس - قا س أوجد معادلة 
العمودى لمنحنى الدالة د عند نقطة تقع على المنحنى و 
احدائیها السينى يساوى + 7 
الحأ 


7 
۰ د(بى) = 2 + طتاس - قا س 
عندما : س = <7 فان : د(س) = ع +۲۱ حا ۳ 
/ 20 1 , 
> د (س)  -‏ قتا ين ع قاين × قاين طاس 
۔طص ۲٢ ٢‏ 
- قتا من 6 قا من طاس 
/ 
> ميل المماس = [د (س) [,_ ۲-۲-2 ۲ ۱ < - 1 
". ميل العمودی = + 
> معادلة العمودی هی : ص - ۳ = + (س - 722 ) 


ای : بن ۲ ص + ۱۸ = 


(ب) خزان فارغ سعته .۱ أمتار مكعبة يصب فيه الماء تدريجيا 
بمعدل ( ۲ رہ + ۳ ) متر مكعب / دقيقة حيث رہ الزمن 
بالدقائق آوجد الزمن اللازم لامتلاء الخزان 


الحأ 
نفرض أن : حجم الخزان - ع .. يط - ۲رہ + ۳ 


ع = | (PF + oF)‏ ویر دنم + ارہ + ث 
عندما يكون الخزان فارغاً فان : يم = . 2 رہ < . کر کے 
۰ الم یر + رہ »۰ عندما يمتلئ الخزان فان : ع = .| م 





اد الننننتوم‌ی 


۱ 





.ا یم + ۳ بر ٠‏ روأ + یی ]= . 
+ ( مه - ۲۲ )7 + 0 ) = . .٠‏ رہ  -‏ 0 مرفوض 
> رہ = ۲ ای أن : الزمن اللازم لامتلاء الخزان = ۲ دقيقة 
[ئ] () أوجد سے ( سح ) 7 
. سل ۰ 0 ۲بس + | 
الحأ 
بوضع : ص = ۲ ہس + | .۲ نس = ص !| 
ص 9 ۲ , عندما : س 0 فان : ص ص 


ہے بے : ص ] مسا 
0 المقدار - تهج ( ب1 


نيما - ل) + نيهي( - و ) 





ج ع 


(ب) يراد تصمیم ملصق مستطیل الشکل یحوی ۰۔۸ سم" من المادة 
المطبوعة بحیث یکون عرض کل من الهامشین العلوی و السفلی 
۰ سم ۰ کل من الهامشین الجانبیین 0 سم . ما بعدا الملصق 


اللذان یجعلان مساحته أصغر ما یمکن سس +۲۰ 
الحأ 
نفرض أن : بعدا المادة المطبوعة هما ص + .]أ حا 
من سم ؛ ص سم 


+ بعدا الملصق هما : س + .] سم »> ص + .| سم : 
مس ص = ۸۰۰ سم" ومنها + ص - “۸ 
“. مساحة الملصق م = د(س) = (بس + .م )(ص + .| ) 


. د(س) = رس + .م )( بك + ٠.‏ ) = .اس + سل + 








5 
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// 8 
> د (س) = تلم 
ہیں 








درس = ۰ - :1 
سح عندما : ٠.‏ مسن = ...| ومنها : من = .2 

کی دی > . *. سس = .2 تجعل مساحة الملصق أصغر ما يمكن 
*. ص = .۴ و تكون أبعاد الملصق هی : 

۰ + ۲۰ = .1 سم ؛ ۲۰ + .| = ۳۰ سم 

[0] () أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة 


بالمنحنى ص = 5 س" و الجزأين الموجبين من 
محورى الاحداثیات دورة كاملة حول محور السينات 
الح 


ہا عن نے ع د بی ۽ ن تم 


۳ ۳ 
2 - س = بن - 2 = 
دہ( سس ۲ ) ( س + ۲) = 7 
و منها : من = ٢‏ : س ح- ‏ ] مرفوض 


حیث المنطقة محددة بالجزأين الموجبين لمحوری الاحداثیات 
> الدوران حول محور السينات 

1 ۳ 3 ۳ ۲٢ 
اث = | ص ءس = 7 | (3١1-ممن + بن ) ۶ من‎ 


= 7 [ 13 س - ۶ س + 


| 


سس 1 
با1 


7 ( ۳۴ - كذ + ال ) د شش 7 وحدة مكعبة 


o 


(ب) اذا کان د(س) = س + مين + ب س + 5 حيث ( › ب 
ثابتان أوجد قیمتی ۲ ۰ ب اذا كان للدالة د قيمة صغری محلية 
عند س = ۲ . و نقطة انقلاب عند س = | ثم ارسم شکلا 
عاماً لمنحنى الدالة د 

أحمد النتنتتومی 
















۳ ۳ 
٭ د (سں) = ہیں + اس + بپ بس + 1 
/ // 
د (س) = ۴ س' + ]لس + ب ۰ دا(س) = ٩‏ س+ ]م 
» ' عند بى د | توجد نقطة إنقلاب 


د = . 
سے ۹+ ۲۲ ومنها: (م ع - ۳ 
×× عند سس = ۲ توجد قيمة صغرى محلیة .. د) = . 
=+ ا رو ۳) × ۲ + ب و منها : ب = . 


5 + د (س) = س '۔ ۳ بى'‎ ٠ 
/ 

د(س) = ۳ سس 1 س = ۳ س ( س - ۲ ) 
/ 

۰ د (س) = . 


”. للدالة نقط حرجة عند : س = . + س << ۲ 


عندما : س = . ,ا بن - ۲ 


و تکون الدالة متزايدة فى ] ۲ ۰ مه [ » وفی ] - ص ۰ .۰ [ 
و متناقصة فى ] . » ۲ [ 


ارس چ ار ا 


م د( < . ٠‏ د() = 2 قيمة عظمى محلية 
۰(أ) >. ۰ د(۲) = . قيمة صغرى محلية 
۰ د (س) = . عندما : س - | 

> اس < . فى  ]‏ مه [١١‏ .. المنحنی محدب لأعلى فى هذه الفترة 
دس > . فى ۰۱۱ ه [ . المنحنی محدب لأسفل فى هذه الفترة 
> النقطة ١(‏ ۰ ۲ ) نقطة إنقلاب 

)۰ ۰۱-۱ ۰ )۶۰۰( > ۰۰ ۳( : نقط التقاطع مع محوری الإحداثيات‎ ٠ 
)۱۱-۰۲-( ۰) ۶۰ ۳( : نقط اضافية‎ 

و یکون جدول التزاید و التناقص و التحدب و الشکل العام لمنحنی الدالة د 
كما يلى : 


5 
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۶ے _ )۱۵-۱۷ _ ۱ 
0 ای زیم +)" (سه + 


۱ 
عص _ عص 2 ءعغع _ بٰہ(دہ )١٠+‏ 


ع ۶ رها عنه ان + ۳ 


(۳) اذا كان ماس + راص دع فان . شلد ے لے 
من" ساس 




















() (ب) 
الحل 
يه | انقلا 2 (۳) (م) لان : »باس +باص دم وص - كن 
9 لے _ ل نے کے A8‏ 
الاختبار السادس ل . + ص جا  -‏ ج س 3 ص = ہس ص 
۱ 3 م ١ ١‏ 
وم ع ص دج ج -+ ۲ وص 
آولا : آجب عن السوال التالی : 3 اج = چس ص +چ رس ص وس 
[1] فى كل من العبارات التالية أختر الحرف (0) إذا كانت العبارة صحيحة . ا ص و ا ل كل 
و الحرف (ب) إذا كانت العبارة خاطنة ظ ۾ + + او سم كد ہے ےم 
() القيمة العظمى المحلية للدالة أكبر من القيمة الصغرى المحلية 5 ود ددني جسنت قف ادس ۳ ۱۳۳ 
TT -_ 0 TT‏ 1 
(0 (ب) GT E‏ 
الحل ۱ 
(۱) (ب) ٠‏ التصحيح : القيمة العظمى المطلقة للدالة أكبر من القيمة الصغرى المطلقة )٤(‏ | سق وين ا 5310 (0 (ب) 
57 کت ۳ ۴ 5 
(۲) معدل تغير ,انم + ۳ بالنسبة إلى دك هو سب رم سمأ en‏ 
ا 5 
() (ب) (5) (ب) ٠‏ التصحيح : 
الحل 00 
۱ الطرف الأيمن = ]سن -ع)(س-۲) ۶س 
0) (0 ان : يوضع : ص = رار + ۳ - زیما+) = 1( س -۲-۲) (س  )۲-‏ ءوس 
ات ۹,۵۶ مرا 7 | = [(س-۲) وين -۲[(س-۲) ۶س 





+ رس-۲) ۶۲-۰ (-؟)(س-۲) مث 




























3 ا 1 
(۲) المقدار = ۳ | ه وين + ل وين 

















- + رس-) [-۳(«س-۲) + ]+ ث = - اھ 0 + لی | سسى| + ث 
> ۳۹ 2 
حر روک جو جہ نے (ب) إذا كان : ص = م ه ” ' حيث : ۲ ثابت أثبت أن : 
- 0 ۳ 
= ج (س-۲) (۴-۷س) + ث کچ = ع س ص (۳ + ۲ س ) 
(0) إذا کان ص = س لورس س فان : خخ = لوس الحل 
نا سن !| 
"۳ ()( (ب) غ سے ۶س مه 
۳ ۳ 
(0) () لأن : :۰ ص = س لوس -۔س ع دوه“ أب ویس مه 
- کک 5 لو مس ٣‏ سن × پل | - لو وس ۱-٦‏ - لو سن 1 ی س ۱ ۳ یں 
(9) اذا كانت (م ء د () ) نقطة إنقلاب لمنحنی الدالة المتصلة د فان .7 = ۶ س ( هه + ۸ س م ه + ۸ س مھ 
سر ۳ ۳ 
// ۱ 7 س'۔- 
د (() = صفر (0 (ب) . : 002 و ,0 
ان ۱ 
من | 
)٦(‏ (ب) ۰ التصحیح : إذا كانت (م ۰ د()) نقطه انقلاب لمنحنی الدالة المتصله = 2 سم هه ( ۳ + ۲سا ) = وس ص (۳ + عين') 


فان د () = صفر أو د() غير موجودة ۱ 3 
(۳] (0) اوجد : | طتا سس قتا س ع سن 


ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : الحأ 
۱ () أوجد :() [ لمعب وس لمقدار = ] قتا س ( طتا س قتا سس ) ء سن 
- 0 سن 1  -‏ | قتا س  (‏ طتاس قتاس )ء س 
])٢( ۳‏ (۳ ه + سن )ء بسن - - 1 قا س .(اقنااسن. ) وس > - ا قا س ند بخ 
و 
() المقدار = | اس وس .129207 ع بن (ب) إذا كانت ف بعد النقطة ( | ء . ) عن النقطة ( س . ص ) 


۲ - ۵ س 1 ۵ س 


۲ الواقعة على المنحنى ص = راس فاوجد إحداثى النقطة 
ج لو ۲۱ - وس | + ث 


(س ‏ ص) التی تکون عندها ف أصغر ما يمكن 
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فا = رس -۱) خرص -.) 


۳ ۳ 
= من ٣‏ سس | + ص 


حصن 
و ٭ ۳ 
ع وف 


1 
۱ ۳ ۳ 
“.غ = ( س س ٦ (I+‏ 
رو عفام ‏ , 
يوصع ع یں چھت ل + ۰ سے گا = 
ع ف 


# ۹ ٠ 
, > د فان ۰ کڪ‎ > ٠ عندما‎ ". » 
ب ۴ “ات وہں‎ 
عم ف‎ ۹۹ ۱ 3 
۳7 : م6 عثدما + ہس ہس 3 فان‎ 


.. عند بى = ے تكون ف أصغر ما يمكن ۰ و عندها ص < پل 


:. إحداثى النقطة التى تكون عندها ف أصغر ما يمكن هی (+ ۰ ل ) 
[5] (0) عين القيم القصوى المطلقة للدالة د حيث : 
د(س) = | س | (س -ع) فی الفترة [- 1 ء لا ] 





الحل. 


س" - 5 اس عندما .< بن < ۳۴ 
د (س) = ۱ " لاحظ : الفترة المعطاة " 
دا من + 5 بس عندما ‏ | < س<. 
+ _- 
۰ د(ر.) = در.) = د(.) =. 
“. د (س) متعددة التعريف مجاها فى الفترة ١  [‏ . ۳ ] " الفترة المعطاة " 
و متصلة عند س = . أى متصلة على فى الفترة [ ۰۱ لط ] 
> عندما : .< س ج٣‏ 
۱ ۲ 
فان : د(.+ و) د(.)- (.+ و) ‏ ۲۰۶+ و) - ۰ 
5 
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= و عوحو(و-٤)‏ 


در - ہے ا ا تیب 2 ا = ۶ 
4 ." عندما : |[ < بن < . 
فان : د(.+ و) د(.)- ‏ (.+ را ة(٠+‏ و ) - ء. 


د و + ۶و = و(- و (۶۰) 
و( - و + ۶ 
5+5٤‏ ۔ ‏ 


> د(.+و)- )2(5‏ . 
“8و = نھ د = ھا 


و سم . | و 

۲ ۲ / - / + / 

رف در د(۰) “. د (.) غير موجودة 
۲ س 5 عندما .< بن < ۳ 


ء/ : 0 . / 

*. د (س) = حم عير موجودة عندما س ح . بوصع : د (س) = . 
۲ من + 2 عندها - | < ِرس < . 

سس ع =. عندما س>. و منها : بن = ۲ 5 [-۰۱ ۳ ] 

۰ س ع =. عندما س<. و منها : س = ع 8 ۰۱-1 ۳ ] 


4 *” د( ۱) = - ۵ ؛ د(۲) = - 2 ۰ د( ۳ ) = ۳ ۰ د(۰) < . 
“. القيمة العظمی المطلقة = . . القيمة الصغری المطلقة < - 0 
(ب) إذا كان ميل المماس للمنحنى ص = د (س) عند أى نقطة عليه 
يساوى تسن لد ياس 2 و کان د ( ۰ ) = 6 ۰ د(]) - 
٣ -‏ أوجد قيمة الثابت ب ثم أرسم الشكل العام لمنحنى الدالة د 


الحل 

ع - 11 س + ب س ) ۶ س “.اص = ۲ س' + ل بين + ث 
د(۰) = 0 ۵ = ث 
< »" د(۲) = - ۳ ف. ‏ ۳ = ۱1 + ۲ ب + ۵ ۰ و منها : ب = "| 


اص = د(س) = عين” 1 ين" + 0 


5 
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/ ۲ 3 
٠‏ د (سس) = 1 من ]| من = 1 س ر( من ۲ ) ۰ ع < بن + ۳ 





> دا(رس) = . عندما :اس .۰ اس ۲ و هی النقط الحرجة للدالة عص عص عع _ ۳سا . ١‏ 

و تكون الدالة متزايدة فى ] ٢‏ ۰ ه [ 2 وفى ] - م ۰ . [ بک 7 فق 4 و ۲ سن 
و متناقصة فى ]۲۰۰ [ ء د"(س) = ۱۳ س - ۱۳ = ۱۳( س ا) > عندما س = | مد سج × اج - جم 
> دی <. . دم = م قيمة عظمی محلية 


(ب) إذا كانت ۰۰(۲ ۳ ) ۰ ب(۰۱ ۶ )۰ <-(۲ ۰ ۰) 


وه / 0 وم 4 . ا 

۰ > 5 د( = سم قيمة صغرى محلية أوجد باستخدام التكامل : 

e 0ًَ ۲‏ أ لے وپ آولا : مساحة سطح المثلث ب ح 

> د (س) < . فى  ]‏ هه [٠١‏ . المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 5 ثانیاً : حجم الجسم من دوران المثلث ۲و ح دورة كاملة حول 
> د (س) < . فى ] ۱ ۰ م [ . المنحنى محدب لاسفل فى هذه الفترة 3 


» النقطة ١(‏ ۰ | ) نقطة انقلاب ٠‏ و يكون جدول التزايد و التناقص و التحدب و 
الشكل العام لمنحنى الدالة د كما يلى : 





م ( ۲۸بج ) = 1 ( ص -ص ) ءس + ,]| رص صی ) ءوس 


[0] (0) آوجد معدل تغير لور | 9 + مس | بالنسبة إلى س + ۳ = | رس +۳ م +س)ءس + | (۸- وس ۳ + چ س)ء س 
عندها ہس + ۱ = [ چس ءس + 0(1- چس )ء س 
یت 1 بر" = [ + س ]' + [وس 2 نی 1 
نضع : ص = لو |,۹+ س | وت ا 
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=[ + - . ]+ [(0-۷)-(۵ - +) ] = 2 وحدة مربعة 


ثانياً : الدوران حول محور الصادات ہ اس لاس دترا دس ےچس 


۳ 1 
۰ = ]| س ءص 





0 د(س) < س" سس + | 


(0) () لان : 
۽ ص كك سے م - دص ۰۰ ۷ ۰ ۰ 

5 حم سں سر ۳ »> * د (س) -, عنذما ٠‏ بن = , ۰ (۰) =| 
> د (س) < . عندما س < . راس > . عندما من > . 
0 “. النقطة (. ١ ٠»‏ ) نقطة إنقلاب 
5 1 
=« | (۲ - ۲ 








(۳) كع [ طتا ( حتا ۳س ) ] = ۳ حا ۳ س قتا ( حتا ۳ س ) 
ص ) ۶ ص 


ع سل 
0 اسمس 6 (ب) 
= 7 [ : سی پچ ہاج س 1 الح 
= 7 [(۱۳ ۱۲۳+ 5 ) (.) ] = 7۶ وحدة مكعبة 8 0 (0 إن ٤:‏ [طتارحت مس ] - 


۲٢ 
= ) اس‎ ٣ حا‎ ٣ (× ) قتا ( ھٹا ۳ س‎ - 


ص 
۳ 5 
= ۲ | (2 - 2 ص + 
۱ 
ص 





الاختبار السابع ۳ حا ٣‏ س قتا ( حتا ۳ س ) 











4 جم 3 1 
أولاً : أجب عن السؤال التالى : 8 زی ۱(1 -حتاس ) حاس ء۶ س = ل (۱ + حتاس ) + ث 
٢‏ فی كل من العبارات التالية أختر الحرف (۲) إذا كانت العبارة صحيحة (0 (ب) 
٤و‏ € . 5 دهم . ۶ص _ / 
(ا) إذا كان : ص = "اسن ۷ ان : وس 7 اس ۱(1 - حتاس ) حاس ء س = ۱(1 - حتاس ) (۱ - حتاس ) ء س 
۳۳ (0 (ب) ےک (۱ - حتاس ) دن 
(۱) (ب) ۰ التصحیح : کر = | - حتا ۱ ا - ا 
ص ت اسا ۷ ٣‏ ص یا ت ہیی با کید ا ا 
1 1 المقدار - ص حا × ۽ ص = ص حا ء ص - د ص + ث 
)۲( للدالة د : د (س) = بس" _ سس + | نقطة إنقلاب هى د =| 4 حا مس ۱ 3 
۱ 1 23 
(۰۰ ۱( () (ب) = ۾ (۱ - حتاس ) + ث 
الحل حل ثالث 



























e 1 ۲ 1 1‏ حتا ل حا + اث 
۱(1 - حتاس ) حاس ء س = ۱-۱(1+ ]ها سن ) × 07 4 ص 


9 )۲( ۳ ہی + ہے ۱ بن | راس" + | از 
۹ , الشكل المقابل يمثل منحنى الدالة المرتبطة 7 . 
۱ ۱ سس ۱ ۱ ۱ سمط _ ےچ — ۱ 1 5 
5 | حا + ين ( ل حتا ل س ) ء س = 12 | حا 2 بن ( جاجح بن ) ۶ بن را عير" 5 وت و HEF‏ 


۱۰ ۳ 0 
_- ۱ ل ھغ سس ١ ١‏ 2# ۱ 
 « 15 =‏ حا جس + ث = ۾ (] حا جس ) + ث ؟ | ساس ١+‏ وس = 


= ل (۱ - حتاس ) + ث El‏ × (۲ س ) ۶ سن 


ہس 0 


(0) نها (۱ + یل ) = هھ () (ب) 75 


مج سا + درس +ع وس = 1 رس +10۸ ]۱ 


الحأ 
(0) (۲) لأن : العبارة صحيحة مباشرة 


۱-015 ]ع ور ۱-۳۷ 


(ب) آوجد معادلة المماس للمنحنی ص = لو, ( ۲ - ۲۷ حتاس ) 
عند النقطة التی تقع عليه و احدائیها السینی یساوی + 7 


(0 1 به + جد )ءوس = ٣ھ‏ لو | س | س +اث 











() (ب) 
الحل الحل 
(1) (ب) ۰ التصحیح : المقدار = ۲ ه | ا ءس + ه | سن ءعس = ص = لور ( ۲ - ۲۷۶ حتاس ) 
۱ 1 ۱ 
- عه لق | سس[ ا لبان “. عند : سس = 70 فان :اص = الو (۲- ۳۷ × ) = لور ۱ = . 
۱ ۶ص _ ما ] حاس 
ثانیا : اجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما یلی : ' ےس ٢‏ ۲۷۸-۲ حتاس 
۱ سلب 
[۲] () آوجد :() [ س حاس ءس . ٠‏ ميل المماس - د ع ] E‏ 
| ا ١‏ ریچ ۰.) ۳ 7۳ پر ل 
 )0(‏ [راس*+س" وین ۱ تھا 
۱ . معادلة المماس هی : ص - .= ۱ ۷«( س - ہر) 
(۱) نضع : ص = مس ہہ ےع ص = ءوس ۰ ای : ص = مس - سم 
ع = حاس عبن لم = حتاس 
“. المقدار  -‏ مس حتاس + | حتاس ۶ س 
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[۳] (0) عين فترات التحدب لأعلى و فترات التحدب لاسفل و نقط نفرض أن : ص = س +۱ ما ص = ء ہس » س < ص - 1 


الإنقلاب ( إن وجدت ) لمنحنى الدالة د حيث : > عندما : س = . فان : ص د | ء عندما : س = ٣‏ فان : ص - 5 

د (س) = (س -۱) + ۳ المقدار = 1 و ۳ ص وص = 1[ رص ص )ءص 
الحأ ۱ ۱ ردص ےا ص ] ؛ 
enn‏ - ری -F)-(A x} -۳۳ x‏ یی = 


1 ل 
> د (س) = ۱۲۳( س -۱) 
بوصم دز رحن ده سا سا ای (ب) ملعب على شكل مستطيل ينتهى ضلعان متقابلان منه بنصفى 
+ دما : سن < | فان :داز > ۰ شف ا چ دائرة خارج المستطیل طول قطرها مساویأً لطول هذا الضلع 





اذا كان محيط الملعب ٠.‏ متراً فاثبت أن مساحة سطح الملعب 
تکون أكبر ما يمكن عندما يكون الملعب على شکل دانرة › و 
21 آوجد طول نصف قطرها 

الحأ 


نفرض أن : طول المستطيل = ص متر 


۲ // 
ا جو 5 
.*. منحنى الدالة د محدب لأسفل لكل س د 52 و لا توجد نقط إنقلاب 
(ب) متوازى مستطيلات من المعدن قاعدته على شكل مربع › فإذا 
تزايد طول ضلع القاعدة بمعدل 5,. سم / اث و تناقص الارتفاع 





بمعدل 0,. سم / ث أوجد معدل تغير الحجم عندما يكون طول > عرض المستطيل = طول قطر الدائرة = ۲ س متر 
ضلع القاعدة بمعدل 1 سم و الارتفاع بمعدل 0 سم أى آن : طول نصف قطر الدائرة = مس متر 





الحل ٠‏ محیط الملعب = ..2 متر 
نفرض أن : طول ضلع القاعدة = سس سم ء الارتفاع = ع سم ٣‏ س ۳و + عو ص ح .4 
“. الحچم 27 یی ۶ باشتقاق الطرفین بالنسبة ل رہ و منها : ص = .۲ - س ]1 
3 - ۲ 
5 دعبى ع ا + سس 66 E‏ اہ درس 


- مساحة دائرة + مساحة مستطيل 


د xX ۲ ۷ 1 ×٣۲‏ قب + ۳ ير 0 = 3 سم" | ث ےج ين ينض 


8 
۰ ۳ . دك چک + ۰ -- ۲ 
۳3 )۳( أوجد 8 بن أبن + | ع بن (س) 9 سن ( وٹ ۱ 
= 7 + .. ۲۳ ۲ - 8.۰ - 7 
الحا ہس ہس 0 ہس ہس 
“.3 (بس) = 2.۰ ۲ ميس ]1 4 د (بس) ] 1 
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// // ۲ 
> د (س) = ٩س‏ ۰ ۰ د (س) = . عندها : س 














f 7‏ ۳ 
> د (س) < . عندما سس < . ؛ د (س) > . عندما س > . فا . |“ ص - 
“. النقطة (. ١  ›‏ ) نقطة انقلاب الحا ۱ ع سا اس ۔ 
5) اذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [ ۰۲ ۷ ] فان : 
)2( على الفترة [ [ (و) ۶ = س لو خ٠‏ + من × !أ مر ل عيبن لو ل + س 
1 عبن ۵ م اس م وھ 
الح ہیں 5 هد م حب سل 728 هد م 
() 1 د(س) ء س + 1 د(س) ءوس = 1"د(س) ء اس - جا ۔ ۳ ۰ ہس اھ [ غ ] = ج 
۲ ۱ ۳ 5 ع مسن ۴ ہیں 2 
| د (س) ءوس = ]درس ءوس + ] درس) وس ب 4 ےر ے > ٩‏ رید ۰ 
ا 5 ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 
| د (س) ء س = |] د(س) ء۶ س 
(P+ ١ .‏ ۲۳۷ 
۱ ( أوجد :() 1 اا ل وين ےم 


(0) مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ص = سأ » ص = وين 
تساوی .... وحدة مربعة 


۱ 6 1 س هش - ء۶ بن 
الحل الحأ 


۳ ۳ ۳ 
(0) ص = من ٠‏ ص ۳ من (0 ۰۰ (س +۳) _لام = (س +۳-۳) [(س +۳) + ۳(س +۳ ٩+‏ ] 
نضع : ص = س, ٠‏ س' = 2 س = س ( س +84 س +۹ + ۳ بس +۹ +89 ) 
2 ی ب ۶ سض ك ٠‏ من (رس ب = س اس +8 س + ۳۷ ) 


و مني ہے .یں “. المقدار = ٦‏ ( س +و ين + ۲۷ )ءس 


و ص کا ص لكل : س 5 [. ١‏ 


۳ ۹ ۳ 0 
= پچ س لاج س + ۲۷ س + ت 





1 
1 500 ۳ 
. م = ]| ( ص ص )ءس (۲) نصع : ص = س 5 ۶ ص = ]س ۶ من اء 
1 7375 ہں - ب 
ت 1 روس س )ء۶ س = ع = ه ع بن ”م = لاه 
۱ 5 1 - یں - من 
-1 5 [ اعم ٠‏ المقدار - - من ه + ۲ | س ه ع سس 
Pf) =‏ - ۷ )- (۰)] - م ۳ 
> نصع : یل = بن ع لی = بن ۶ مس 4 
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ےت بے دن وات (ب) یوضح الشکل المقابل : منحنیا الدالتین ص 
سن عو > سی 0 1 53 / أحمد لتننتورى ۱ 
5 ۱ جات ۳ 0 5 1 2 (س) = فى (س) ۱ م کر یں 
e‏ تا ات نت نا 0 د دالة كثيرة حدود فى ۱ لمتعبر HEH HEN‏ 


٢ 977‏ ٭7 
= هھ ( مسن + ]ابن + ۲) + ت س ء ارسم الشكل العام لمنحنی 2 
د علما بأنه يمر بالنقطتين 


(ب) آوجد معادلة المماس لمنحنی الدالة د حيث : را رای 


د(س) = عطاس عند النقطة التی تقع على منحنی الدالة د ] الحل 
7 7۳ / , 7 
و احدائیها السینی يساوى E r+‏ 0 كثيرة حدود 5 (س) داله من الدرجھ الاولی كما بالشكل 
۱ > د س) دالة من الدرجة الثانية كما بالشكل 


۳ / 7 
“١‏ د(س) = ۲طا س . د (س) = 8 طاس قا س 





“. د (سس) دالة كثيرة حدود من الدرجه الثالثة 


ف ان ۱ ۳ ۳ 
> عند : سس = 17 فان :درس داع«( دام بفرض أن : د(س) = مين + پس + كاين + ۶ 


/ ۲ / 
/ د (س) = ۳( س + ٢بس‏ د ء د (س) = ۲٩‏ بن + ۲ ب 
3 میل المماس - [ د ( )ا رچ = 1 × | x‏ ۲ ۔- ٢۲‏ ۰ / ( 
۱ : > " منحنى د (س) يمر بالنقطة (. ۰۰) “.د (6 = . 
. معادلة المماس هی : ص - ع = ۱۲ × ( س د < 7 ) ث . = .+ پا و مها : ب < . 
ع + # / + عه 
اي : ل بن - ص عم _ ۳ پر < , > ' منحنى د (س) يمر بالنقط (. ۳۰ ) ۰ (ا2. ) 
/ / 
د( =۳ د( -. 
[۳] (0) اوجد : | | سن ۲ | ء س ث ٢‏ = .+ .+ حح و مها : جح = ۳ ,. .= ۳( + ۲ب +حہ 
الحا ۾ " ج = ۳ م. ب = 5 وأ" << - ] 
05 ہم . > " منحنى د (س) يمر بالنقطة (- | › ۰) د( |) = . 
ر = ۱ (-س +۲)ءس + ]| زس -۲)ء س بل . كا + پ اك + ء و منها : ۶ - ۲ 
= [ + س + س ] +[ + س ۲ بس ]" ٠‏ د(س) - اين" +۳ س + ۲ 
/ 
=[ (-۲+ع)-. ]+[ 3 -۷۲)- (-۲+) ] - ۶د د (س) < ۳ مس + ۳ 2 ۳( س )زس +۱) 
٠‏ دا إس) = . عندما : س |» س = | و هی النقط الحرجة للدالة 





اد الننننتوم‌ی أحمد الننننتوم‌ی 


























و تكون الدالة متناقصة فى ] ۰۱ م [ » وفى ] - مه ۰ ۱ [ 

و متزايدة فى ] ۱۰۱ [ 

> د (س) <- س ٠‏ دا() <. .. د() = 2 قيمة عظمى محلية 
د(-۱) = . قيمة صغری محلية 

عندما ٠‏ س = . 

اس۲ > . فى  ]‏ م .۰ .[ . المنحنى محدب لأسفل فى هذه الفترة 

اص) < . فى ] ٠.‏ ه [ . المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 


» النقطة (. ٠‏ ۲ ) نقطة انقلاب ٠‏ المنحنى يمر بالنقطة (| ء1 ) 
و يكون جدول التزايد و التناقص و التحدب و الشكل العام لمنحنى الدالة د 


[5] (0) عين القيم القصوی المطلقة للدالة د فى الفترة [ . » ۲ ] 


حيث : د(س) = 21,۳ بن' 


د (س) = ٤١۳٣‏ دين = ع(ع-۔س')' 


الحأ 


1 


١ 00‏ 5 ۳ ہں 
د (س) = ۳ × ج <(-۲ سس  2()‏ اسن ) = الخ 





اد الننننتوم‌ی 





“د (س) = . عندما : س = . 3 [ ] 

> د (س) غير موجودة عند: ع - س' - . 

> سس ے ع © [-۱۰۱] " مرفوض " 

د(.) = 1 ۰ د(۲) = . 

". القيمة العظمى المطلقة = 1 ۰ القيمة الصغرى المطلقة - . 

(ب) قضيب طوله 0 أمتار مثبت فی الأرض عند أحد طرفيه ء فإذا 
رفع طرفه الآخر رأسياً إلى أعلى بواسطة ونش بمعدل | متر / 

3 دقيقة أوجد معدل تناقص طول مسقط القضيب على الأرض 

۱ عندما یکون ارتفاع هذا الطرف ۳ أمتار 

#الحكل 

" نفرض أن : ارتفاع طرف القضيب عن الارض = س ۲ 

> طول مسقط القضيب على اارض = ص ۲ 

من هندسة الشكل : س" + ص' = هم 

“. عندما : س = ۳ فان : ص - 5 

۶ص 


۶سر علد _ 
۲ ۲ سن × ورم + 1 صن × وريم ٠=‏ 





حع پر س بر ۱ +مح ير xg‏ = 


۶ رہ و منها : جع = + ٣‏ /د 


[0] (0) رسم فى نصف دانرة شبه منحرف قاعدته هی قطر نصف 
الدانرة » طول قاعدته الصغری یساوی طول کل من ساقيه 
یساوی مقدار ثابت عين قياس زاوية قاعدة شبه المنحرف 
بحیث تکون مساحته اکبر ما یمکن 

الحل. 

نفرض أن : 

طول قاعدة شبه المنحرف الصغری = طول ساقيه = ۲ ص وحدة طول : 

أحمد إلشتنتوری 





















طول قاعدة شبه المنحرف الکبری - 
طول قطر نصف الداثرة = ۲ س وحدة طول 

»> قياس زاوية قاعدة شبه المنحرف = 0 

من هندسة الشکل : ب ھ = س - ص ء 


ع = ع ص" - (س - ص) 9 


و عندها يكون : ب ه = ص وحدة طول » حتاق| = < . Û‏ = 


(ب) إذا كانت م المنطقة المحددة بالمنحنی س ص = 5+ س" و 
المستقيمات س = | . بن - و .» ص = . أوجد : 


أولاً : مساحة المنطقة م بالوحدات المربعة لأقرب وحدة 
ثانیاً : حجم الجسم الناشئن من دوران المنطقة ‏ دورة کاملھ 





۳ ۳ ۳ 
۶ صن - رومن - ]من ص + ص ) 


و ص اس +۲ س ص ا صن = ۳ص من + ۲ سس ص حول محور السينات 
. 6 - (۳ ص" ‏ س + ٣‏ یس ص )' الح ۳ 
۱ ۱ ش _ ۶ كم + 
> مساحه شبه المنحرف = د (س) = > ۲(<۷ ين + ۲ ص )× 3 سب اسل آ" سس ہس 
۱ 1 
م = ] رہ + س) ءوس 
د(رس) ارس + ص )(۳ ص" ا من +۲ س ص ) ۱ سس 


1 


7 3 
د (س) = إ×(سمص' اين + ۲ س ص )ا + 






= [ء لو س + دبس 1 


ا : ٤ ۱ ۲ ١‏ لو ٤‏ + ۸ - 2 لوا - 2 
ج( ۳ ص امن + ۲ من ص ) (- ] سس + ۲ ص)(س + ص ) ۱ 
/ ۲ ۲ 2 ۳ ۳ = 5 لور 5 + 6 بے ۱۳ وحدة مربعة 

ن. د (س) = (۳ ص - س + ]س ض ) ( ۳ ص - س ٢‏ ين ص ےم 
ی بسن 0 اث ےج | ص ء س 


/ دع 0 1 ۲ 
د(س) <(۳ ص" امن +۲ س ص ) ( ۶ص" + ۲ س ص عمس س ) = 7 1 رہ ۲ ۸ + من ) ۶ سن 


ہس 





اص + ۲ س ص -۲ سن" 

رس عندما : ع ص" + ع ین ص مين . 

۰ ۲ (۲ ص - س)(ص + من ) < .۰ 

و منها : س = ۲ ص أو : سس = ص مرفوض " يصبح : باه = . " 
> 08د (س) < . عندما : سس > م ص ء دا إسن) > . عندما : سس < ۲ ص 


. بن = م ص تجعل مساحة شبه المنحرف أكبر ما يمكن 


دم [- لل + مين + طس" 1 


کر 
۳ 


= 2 ( -۔ع + ۳۲ + كك ) -( ۱۱+ ۸ + 
= 0۷ 7 وحدة مكعبة 


اد الننننتوم‌ی 























// ہےے 
»> د (س) = 1 بن + ٣ل‏ > .۰ نقطه انقلاب عند س 


الاختبار التاسع 














و ت ٤‏ عندما ۰ دم - ٠‏ °° ۱۳ + ۲ (م ے ی و منها : زم ڪڪ س 
أولاً : أجب عن السؤال التالی : ۱ ۱ ۱ ۱ 
۲ ۳ ۱ 0 
() اذا كان س = و یم" + ۷ . ص = رار" .ںہ - | | د(س) ء۶س = - || فان : | د(س) ء س يساوى ... 
فان : خط = .... (() - ۶ (ب) ۱۸ (ح) - ۱۸ )۶( ۷۷ 
١ 0)‏ (ب) ۶ (ح) ۲ .۰ ۳ سو ۱ 
الحأ ىو" )| د(س) ء س = - | ۰ د (س) ء س = | 
حوب ا E‏ 3 1 د(س) ءوس = |1 د(س) وس + ,1 د(س) وس - 
غا ع , علد ے 1 , 1 عد ] وعگکد ع - 5 
و ہج عرم ٣‏ ؟ عبن ار لاعرہ ١‏ مه ارس م = ¥ + ۱۱ = IA‏ 
۳ 5 
(۲) منحنی الدالة د محدباً لأسفل على ح اذا کان د (س) يساوى . (0) ,| اس اإءس - . 
(( ۲- سس" ومع +س" ہب زاس( ]سل 1-0 ما دن 9 
الحل ۱ ۳ ۱ 
+۴۰٣۳ (۶)‏ یں لأن : ۳ د (بس) = ۳ لد 06 ٠‏ دا س) - و ۹ | بن - ا | عا من 5 ا (- ج + |( ۶ سن 1 
دوای ري" رس 2 , لكل س 2 مس 1 (س-ا) ع بن د[ س +س ] +[ +س"- س ]۰ 
(۳) إذا كان لمنحنی الدالة د حيث د (س) = س + لى س'+ و [(45-س)-(2 ۱ ] - 1 
نقطة انقلا : = ٣‏ فا" - £ ۲ 
لى د مس انقلاب عند س ۲ فان له 5 00 ساط البنطقة سرد مل عاك بو و المستقیمیه 
وو (ب) - ۳ (ھ) ٩ )۶( ١‏ بس كباس ۲ ا ا 
۳ ۱ ۰ ۱ ب) ۳ ح) ۶ ۶ A‏ 
و ی هه سح ےہ 00 (ب) (ح) (ء) 
آحمد التننتوری اھر و 




























نضع : ص = . ہہ سس 


م = ]| سناع بن = 


| )( : أوجد‎ © ]٢[ 


“. حدا التكامل هما ۰ بس = . 


= + × ا - ۶ وحدات مربعة 


ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما يلى : 


60 ۹1سآه " ءس 


(ب) آوجد قياس الزاوية الموجبة التی یصنعها مماس المنحنی 





1 ص" = س" مع الاتجاه الموجب لمحور السینات عند 
- ْ3 دقيقة 
ا س = ۸ لاثرب دفی 
الحأ 
٤ ١‏ ۲ ۱ 
[ + س ] سح 5 ۳ ۳ CC‏ 7 
۱ ۱ ۰ ص = ہس باشتقاق الطرفين بالنسبة ل س ينتج : 
آل عص - . عض _ اين 
۳ ص × جا ے ۲ س “3 عا سا 
۱ . عند : من = ۸ فان : ص = . ص - ع 
یط ببس ۲ باعص ۳ 0 0 ۳ 
E E‏ > طا 0 = [ءس ای = + ۱۸-0۰" لقرب دقيقة 


سر 


[۳] (() اذا کان : حاس = بن ص أثبت أن : 





الحأ ۱ ۱ 1 1 ۱ 
10 ۳ بن سن. و ۲ سن وی ۷۱ ۲۱ ۵ بن ( ص + ص ) + ۲ حتاس = ۲ ص 
س | ٦‏ یں E ٦‏ © الحل 
= لو, | س - ١‏ | ۰" حاس د س ص (ا) باشتقاق الطرفين مرتين بالنسبة ل س ينتج : 
و +« / ۷4 / 1 بي 
7 . حتاس = ص + س ص و منها : ص = ے۔ (حتاس ناص ) (۲) 
(۲) نصع : ص = ۳ بن 96. عض = ا بسن ۶ بس ۰ ۱ ۱ 1 ۱ ہہ 1 
ء۶ 5 .ع ٠ E‏ حایس = ص + ص + س ص بالتعویض من (۱) ينتج : 
5 اا تم / / 
.. المقدار = ۳ س ه 3-3 | 1 بن ه ۶ مس ۲ لا 
57 - س ص = اين (حتاس - ص ) + س ص بالضرب × بس ينتج : 
> نضع : وه = ۲ س عن = ] عبن ۰ 5 f‏ ۲ 
سين ۳ بن - بن ص  -‏ حتاس ص + س ص و منها : 
ء زم = ۳ ه ع بن ۰ لم = ش 


۳ / 
بن ( ص + ص ) + ۲ حتاس = ۲ ص 


۳ يبن ٣ا‏ من ۳ من 
“. المقدار = ٣‏ بسن" ه 3-3 [ ۲ س ه - ۲ | ه عبن ] . ۳ 1 
۱ کی س 57 9 (ب) ادا كان للمنحنى : ص = ]یں + ۳س + ۶ بن + 0 
سس بن > ہس - ٹے نے ا 5 و ےج 5 وجه سے جم 
۱ ا مماسان متوازیان أحدهما یمس المنحنی عند النقطه (- | ۰ ۲ ) 
بن 1 5 ۱ 5 ۳ 
داه ( ۳ س ٢‏ ين + غ) + ث أوجد معادلة المماس الآخر 


5 
احمد الشنتورى 









(ب) إذا كان ميل المماس لمنحنی الدالة د عند أى نقطة (س .ص ) 










ص اع بين + وين + وين + 0 على المنحنى هو )١  'سہ( ٣‏ أوجد القيم العظمى المحلية و 
پ کا = وبين + ۹س + و (ع2 )ر ٤=‏ الصغرى المحلية لمنحنى الدالة د و نقط الانقلاب إن وجدت › 
> ۰ المماسان متوازيان . ميل المماس الآخر = 5 علما بان المنحنى یمر بالنقطة (-۲ ۰ -۱) . ثم آرسم شکلا 
اس + اس + 5 -0 2 و منها : من = | ء بس سے . الحا عاما لهذا المنحنى 
> بالتعويض 62 4 یو ينتج : ۱ ۱ ۱ ۱ 
عند : سس = | فان : ص = ۲ و هی للنقطه المعطاة › “ درس) = ارس -۱)< ٣س‏ - ۲ 
عند : س = . فان :اص = 0 و هى النقطة التى عندها المماس الآخر د (س) = ۳۴(1س اط )وين = اس اط بن + ث 
و تكون معادله المماس الآخر هى : > “ المنحنى یمر بالنقطة ( ۴ › ١-‏ ) د( ۴) = | 
ص - ۵ = غ × ( س -. ) ای : 2 من ص + 0 - . 3 - ۷1 حالم + ٩‏ + ث و منها : ث = | 
[5] (م) يرتفع بالون رأسياً لأعلى بمعدل ثابت قدره ۲۸ متر / دقيقة : درس) = سطس س + | 
فإذا تم رصد البالون من مشاهد على الأرض يبعد ..] مترآ ہے وب ۳ رس نوز ود ہے ۱ ) 
عن موقع إطلاق البالون ۰ أوجد معدل تغير زاوية ارتفاع نظر * اد (س) = . عندما : سس اء اس = - | و هى النقط الحرجة للدالة 
المشاهد له عندما يكون البالون على ارتفاع ۰ متراً و تكون الدالة متزايدة فى ]| ١‏ » م [ ٠‏ وفى ] دم . ۱ [ 
الحا و متناقصة فی ] ۱۰۱ [ 
نفرض أن : س ارتفاع البالون عن سطح الأرض بعد رم دقيقة ٠‏ د (س) = ٩‏ س ۰۰ دا () > . ۰ د() = -۱ قيمة صغرى محلية 


> 0 قياس زاوية ارتفاع نظر المشاهد حيث س ۰ 9 دوال فى الزمن 
من الشكل المقابل : طا و - لے س 


/ 00 
> د (-۱) > . .. د( |) = ۳ قيمة عظمى محلية 


/ 
> " د (س) = . عندما ٠٠‏ ہس = , 


پاشتقاق الطرفین بالنسبة إلى ده 1 > د (س) < . فى ] - مه .1 + المنحنى محدب لأعلى فى هذه الفترة 
قا و × عه لے × ۶سد f.»‏ > دای > . فى ]۰۰ ه [ ". المنحنی محدب لأسفل فى هذه الفترة 
عندما : سس = .۳ م فان :0 = +7 اب گل = ۲۸ /د » النقطة (. » ١‏ ) نقطة انقلاب . المنحنى يمر بالنقطة (۰)۳۰۲(-۰۲ -ا) 
e‏ اہ ۔ 0980 و يكون جدول التزايد و التناقص و التحدب و الشكل العام لمنحنى الدالة د 
> ]7 > ورم ۰۰ ۱ مور .يم كما يلى : 


و منها : عه -۷.,,. 3/۶ 











“. إحداثى نقطة ح (۳ ۰ ۳ ) 
ءعص _ ٩‏ . ميل المما عند ح = [ + ] = 

۲ د سے م 7 . کے 

(2) عير 8 ۽ سر ( س ۳‏ سر ) 

*. ميل العمودى عند ح د | .۰ معادلة العمودی عند ح هی : 

ص ۳ = إءا ( س - ۳ ) أى نز گا 7 اا 0 


» *.' هذه المعادلة لا تحتوی على حد مطلق 
فإن العمودى عند ح يمر بنقطة الأصل 


۲ ٦ ۲ ۳ E FÊ EE E 0 EÊ 8 EEE 1 
ص ع سس + >7 ص ۶ س‎ | r = € )۶( ۱ EEE EEE 





































۸٦ ۳ - 000 DE 
المستقيم ٣ب يقطع منحنی الدالة د فى النقطة حا (س »ص ) و = ۸ | ساءس + | م ءوس‎ ]0[ 
9 ۹ _ے‎ ۰ 
س‎ ١] حيث سن > ۰۰ ۲۰۰(۲ )۰ب (۱ ۶۰ ) » د(سص) = س 8 = 7[ دس" ]۲ +م رجف‎ 
4 - لك بیش‎ (+ ٩ 7 = آوجد : () معادلة المستقیم (ب (ب) احداثی نقطه ح‎ 
1 (ح) معادلة العمودى على منحنى د عند النقطة حہ › ےت‎ 
و اثبت انه يمر بنقطه الاصل 5 الاختبار العاشر‎ 
حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقه المحددة ي‎ )۶( 
: بالعمودی ”<> و منحنی الدالی د و المستقیم اولا : اجب عن السؤال التالی‎ 
: دورة کاملة حول محور السینات [۱] اکمل ما يلى‎ ٦ = سس‎ 
۲۲ س‎ 
.- ) ااج () نها (۱ + بو‎ 
معادلة ان ه . سا ٤۔؟ أ . صدا د‎ 
زب هی : ی ہے ی : لي الحل‎ (۳) 
ى من = ضس ص 1 =. () (ا) المقدار = نها را + )”× نها(ا! + جى) -دھ×ا۔ھ‎ 
۹ ل‎ 5 
۳ ص - ل بالتعویض من () ينتج : ص = عرص‎  )ب(‎ 


(6 جع ٥(‏ - ۲ طتاس ) = 





و منها : ۳ ص" ٦-‏ ص + ٩۹‏ = . ۰ ۳(ص۲ _ص+ ۳) . کا وس 

. ۳ رص ۳) (ص + ۱) = . و منها : ص = ۳ ۰ ص = - | ۰ ۳ ۲ 

) د ( 0 ۲ طتاس ) = ۳( 0 -۲ طتاس ) × - ۲ قتا س‎ )0( ۳٣ بالتعویض فى () ينتج : عندما : ص = ۳ فان :س د‎ ٠ 
) قتاس )( 0 ع طتاس‎ ٦-( = کم سح نر و اسن كب دای رجح یی‎ 





اد الننننتوم‌ی أحمد الشتتورى 


























(۳) إذا كان للدالة د 


الحل 


7 
نف 03ے 


الحل. 


الحل 


الح 

(0) ص = س + | 
نصع : ص = ص 
4 من - سس + | 


اد الننننتوم‌ی 





عند س = | 
(۳) ۰" د (س) = لی س + ۹ س' 


// 
> د (س) = ۹ لع س + ۱۸ 
٠‏ .۰ للمنحنى نقطة إنقلاب عندما : س = - | 


(0) ۰۰ 1 د(س) ء س = - 1 د(س) ء س 


فان (م - 


.8ل + ۱۸ < . ٠‏ لك 


(ه) ‏ 1 ( ٤س‏ 1س + و) ء س = 


)2( المقدار = [ سس - ٣‏ س' ٥+‏ سصس] ۳ے 
AI) =‏ - 0۶2 + 0) - (۱+ ۴ د 0( = ۳۶ 
(0) إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [ ۱ ۰ 5 ] فان : 


1د (س) ۶ س + ,| د(س) ۶س = . 


1 7 7 1ی 
ص = ۲ ببس تساوی .... وحدة مریعه 


/ 
٠‏ ص = ]اسن 


1 1 ۳ 
ہج سس + | = ]س 


اح 


: د (س) = لمع س + ومن" ء نقطة إنقلاب 


/ 
د (س) = ۳ا لی س + ۱۸س 


٠‏ المقدار = صفر 
)00( مساحة المنطقة المحددة بالمنحنیین ص - بو ۱ 


¢ 








“.رسن | )(بس + ۱) = . 
و منها : من = | ۰ س = - | 1 
۰ ص > ص لكل : من ]١٠ ١١-1‏ ۲۰ ات 
تام ]وس -ص )وس لات 
= ۲ 1 رص دص ) ۶ سن 


۱ 
= ۲ 1 (س +۱ - ۴س )ءس 


= ۴[ 1 س"+س ظ س ]' 


5 ۰ 
3 =۴ [(< +۱ - 2)-(.)] = شآ وحدة مربعة 


ثانياً : أجب عن ثلاثة أسئلة فقط مما یلی : 
۱ () آوجد : () | طا(۳ بسن + ۱) ءس ۱ 


0) 1 (۱- س؟) (۳اس - س؟) وس 
الحأ 


حا( ۳ ۱ 
(0 1 طا(۳ س +۱) ءوس = اکا ۱ 
_ ۳-1 ها(۳ مس +۱) جو EFS‏ 
٠‏ ارس ہی۶ ۲ رسب ۶ س 


- چ لو |حتا(۳ س + ۱) 

17100 - س )(۳ س س ) ء س = ۲ ۳(1 س س ) (۳-۳ س ) ء س 
= 1 (۳ س - س"؟) (۳۴- ۴ س') وس 
= 1 (۳ س - س (۳ س سس ) ء س 


E ١ ۱‏ 5 ۱ ۳ ۱ 
= چ × + ( ۳ س - س") +اث = ج (۳س - س") +اث 


5 
احمد الشنتورى 
















ثانياً : 
الحأ 


بن = ۲ رہ" + ۳ 


1 ء' ص 
یڑ 4 
ثانيا : عم = 


۶ ۳ 


ظ 
1 ع ص 
EE‏ 


الحش. 


۰ عندما : بس > | فان 









اد الننننتوم‌ی 


4 س < 0 ۰ ص ح | 
.*. معادلة المماس هی : ص ۱ 





ای : ]بن ۳ ص - ۷ < . 


۱ 
بسن -- | 
د(س) = | س + | عندما بن < | 


هما : من = ع رم +۳ ص = رم" 
كل من : أولاً : معادلة مماس منحنى الدالة د 
۲ 


(۳] () أبحث تحدب منحنی الدالة د حیث د (س) - 
موضحاً نقط الانقلاب إن وجدت 


(ب) اذا كانت المعادلتان البارامتریتان للدالة د حيث ص = د (س) 


آوجد عند رہ - | 





ع ص 
جح 
عبن J‏ 
عنم ا نه 
٣ 5 ۶‏ 
جر ۶ ۶ نہ 
1 
00 
۶ ص 3 
نے ۳ 
عند رہ = | 
الل 1 
= ورس - 0) 

۶ حص عنمت _ ۽ 5 ۱ .- ۱ 
مت شر رک - ل 
٩ a 1‏ له 

- 1 
ب.  .‏ ۹ 
۳ 
اس - !|| 
عندما س > ۱ 
+ - 
+ درم =د(ا) =د(ا) =. 


۰۰ د (بس) متعددة التعريف مجاها مر و متصلة عند بن 


+ د(۱+ و)- د (ا)= (۱+و) - ۰-۱ 


3 





۳ ۳ ۳ 
= اع ۳و + ۳و + ۳و | < و(۳ +۳ و +۳ و ) 


+ درا + و) - درا) 
Cen 2‏ و "777 
- ورے ۵۳۰۵۳۰۳ - م 
“٠‏ عندما : س < | فان : د(1+ وع) د(!)- ۱+ و +۱ . 


-۳-۱ و - ۳و" - و" + | = و ( ۳ ۳۰و -و) 


۱ - درا 
1578 قراہ ۳ 


ےا و 


+ - 
: د( + درل 0 در غير موجودة 
سرين عندما س > | 
. دآ(س) = غير موجودة عندما س - | 
۳۰ س عندما س < | 


// ٦س‏ عندما من > | 7 1 
+ د (بى) = . 4 .۰ د لإامى) = . عند ہں ح-د. 


> د (س) > . عندما: س <. . المنحنى محدب لأسفل فى ] - مه ۰.۰[ 
> دس < . عندما: .< س <| “. المنحنی محدب لاعلی فى ]| ۱۰۰ ل[ 
> ٠د‏ (1) غير موجودة أى لا يوجد مماس لمنحنى الدالة عند النقطة (1 ۰ . ) 
“. النقطة (| ۰ . ) 

ليست نقطة إنقلاب 

ييه د "(س) کے 

عندما ٠:‏ |< س < مه 

. المنحنى محدب لأسفل 

فى ]۱ ۰ [ 

و الجدول المقابل یوضح ذلك : 

























5 ۳ 
(ب) إذا كان _ ,1 د(س) ء س 


أوجد قيمة ‏ [ [۳د(س) - سن ] ءس 
الحل 


؛ ۰ 1 د(س) ءس سح | د(س) ءس = - ع 


6 1" د(س)ءس = ۹ 


1 درس)ءس = 


> 1 [۳د(س) - ۹س 1 ع بن ۳۰ 1 د(س) ء س 
-1 1 س عبن < ۳ ۶« 13-6+ س].. 


1۸ - = ۱۳ + ۷۴ ۱0 = )۲ - #2 (1 - ۱۵ = 


[] (۲) آوجد مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين المنحنیین 


ص + سے 1 ص + ]ين - ۳ . 
الحل 


(0) ص = ٩‏ س .۰ صن اط عبن 


نضع : ص = ص ۰ - س = ٣‏ ۴ مس 


۲ 
۳ 


+ من جد ٣‏ می د م نیا 

۳ 
۰ ( سس - ۲۳ ) ومن + ۱) = . 
و منها : ہس = ۳ , بن = - | 


اص > صل لكل : س 3 [-اء ۳ ] 


= ۹ > 1 د(س) ء۶ س = 


1 د (س)ء س + ] د(س)ء س = ۹ء = 








۳ ۳ ۳ 
۳ = ۱ ( ص ص ) ۶ س = )ا ( 1 - من - ۳ + ۲ س) ۶ س 
۳ 
= ۳1 من + ۲س )ءس - [۳ بن ل س + س اے 


٩+ 9 ٩( =‏ )-(- ۳ - + +۱) د كذ وحدة مربعة 


(ب) اناء على شکل اسطوانه دائرية قانمة ارتفاعها من الداخل ٩‏ سم 
الاسطوانة ۲ سم / ث . آوجد معدل انزلاق الساق على قاعدة 
الاسطوانة عندما تصل إلى نهاية قاعدتها 





بفرض أن : طول جزء الساق المنزلق مبتعدا 
: بعد الساق على قاعدة الاسطوانة = ص سم 
من هندسة الشكل - 

س" = ۸۱ + ص' )0 

عندما تصل الساق إلى نهاية قاعدة الاسطوانة فان : 





ص = )!| سم بالتعویض فى (ا) ينتج : س = 10 سم 

» بياشتقاة ١‏ تسه نتم ٠.‏ وس ے عو ضر 

باشتقاق طرفی (ا) بالنسبة ل رہ ينتج : ۲ من عد = ۲ ص ت 
۴ 0 

.ع * e x= x0‏ و منها: غد = چ سم رث 


[0] () إذا كان معدل تغير ميل المماس لمنحنى عند نقطة عليه 
(س »ص ) هو 3 (۱- ۲س ) و كان للمنحنى نقطة 
حرجة عند ہس = | و للدالة قيمة صغرى محلية تساوى 5 
أولاً : أوجد معادلة العمودی للمنحنى عند س  -‏ | 


5 
احمد ألشننتوہی 

























5 9 8 5 كل ۰ ۱ ا ٤‏ ۰ ۰ ہے 
ثانيا : ارسم شکلا عاما للمنحذ موضحا القيم العظ و > "د (س) < . فى ] ل ۰ م[ + المنحنى محدب لاعلی فى هذه الفترة 


الصغرى المحلية و نقط الإنقلاب إن وجدت النقطة ( ل > ± ) نقطة انقلاب 
ال و يكون جدول التزايد و التناقص و التحدب و الشكل العام لمنحنى الدالة د 
× د (س) = 1 (| ۲ س ٦>)‏ - ۱۲ س ہے 


ی 6۲-۱ ء س = امن ان +اث ۱ ج . -ه| س 0 
| + للمنحنىانقطة حرجة عند : سس = - ۱ 7۲۳۳/۳ 
اون ےس نع +ث ومنها:ث=. | کے ]جن | سلوك د_ 
0 د وس وان سا RES‏ 





2ء042 عندما : مسن = . .م س - | 
م6 د (. ) > . عند بس = 
المنحى يمر بالنقطة (. ۰ ) 
درس) | (۹ سس - 1س ) ع سن ۲ + 4 5 5 + ¥ 7 4 مہ 
#9 یمر بالنقطة (۰۰ع) (ب) اوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقه المستوية المحصورة 
وے را انا و کیا ىت > و پالمنحنیات ص = بن +۰۱ ص = .۰ س < .. بن - | 


دور کامله السینات 
د(س) <لاس عبن" + 5 ور حول محور السینات 


۰ ۱ ۱ الحل 

| - ارس -۱)- ۳( س -۱)( س >۱) حدود التكامل هی : س = .۰ س‎ = ۳ - e 

> د (س) = . عندما : من < . ۰ بن ح | و المنطقة تقع فوق محور السينات لأن : ص = . 
“. الدالة متناقصة فى ] ١‏ » م [ » وفى ] - هه ۰ ا[ و الدوران حول محور السينات 

و متزايدة فى ] ۱۰۰ [ . جم = 1 ص" ءس 


9 ۹ فا سے‎ 1 f 
د(۱) = ۶غ يمه صعری محلیه‎ ٠ . > ).( (س) = 1 - ۱۲ س ۾ “> ق‎ 3 4 
۲ 07 7 
فا د () حم ٹہ د(۱) = 6 قيمة عظمى محلية‎ 
۹ # // وه‎ 
د (س) = . عندما : س = ح‎ ۰ ¢ 


7 +« 2 ۳ 4 # 
¢ “ك (س) > . فى ] م »± [ *. المنحنى محدب لاسفل فی هذه الفترة 
5 
| ازززز نب ۴ 


۱ 
= 7 1( س + ۲س +۶)۱س 


7 ڑج س" + 2 س + بن ]ا 
7 ۳ + ++2)1-(20)]- 





